
GTR 1ère année - MATHEMATIQUES CR N◦1 -CORRIGE2005/2006 - Lundi 3 Otobre 2005 - Durée 1hDouments autorisés : une feuille A4 manusrite reto/verso.Seules les alulatries du département sont autorisées.Les exeries sont indépendants. Le barème est indiatif et sansengagement.I. 4 points.Résoudre dans R puis dans ] − π, π] les équationstrigonométriques suivantes :1◦. cos(2x) = cos(x +
π

3
)

⇐⇒
{

2x = x + π/3 + 2kπ
2x = −x − π/3 + 2kπ

k ∈ Z

⇐⇒
{

x = π/3 + 2kπ
x = −π/9 + 2kπ/3Il s'agit des solutions dans R. A�n de trouver lessolutions dans ] − π, π], il est néessaire de donner à kdes valeurs entières suessives jusqu'à obtenir les mêmesmesures prinipales des angles :Considérons la première équation. Si k = 0, x = π/3 etlorsque k varie, 2kπ orrespond à un tour de erleomplet, de sorte que seule k = 0 donne une solutiondans ] − π, π]. De la même façon ave la seondeéquation, k = 0 donne x = −π/9, k = 1 donne 5π/9 et

k = −1 donne −7π/9. Il s'agit à haque fois de mesuresprinipales. Toutes les autres valeurs de k donnent unemesure prinipale déjà alulée. Les solutions dans
] − π, π] sont don {π/3;−π/9; 5π/9;−7π/9}2◦. sin(x) = sin(3x)

⇐⇒
{

x = 3x + 2kπ
x = π − 3x + 2kπ

⇐⇒
{

x = kπ
x = π/4 + kπ/2qui sont don les solutions dans R lorsque k varie dans Z.De la même façon que dans la question préédente, si

k = 0 dans la première équation, x = 0, si k = 1, x = πet si k = −1, x = −π ≡ π(2π). Les autres valeurs de kredonnent es solutions. Pour la seonde équation, endonnant à k les valeurs 0, 1, 2, 3, 4, on obtient toutes lessolutions dans ] − π, π] : {π; 0; π/4; 3π/4;−π/4;−3π/4}II. 2 points.Résoudre dans C l'équation z2 + iz̄ − 1 = 0Il ne s'agit pas d'une équation linéaire à ause de laprésene d'un onjugué. Il faut poser z = a + ib etdévelopper, puis séparer partie réelle et imaginaire eninvoquant le fait qu'un omplexe est nul ssi partie réelleet imaginaire sont nulles. On obtient alors un système de2 équations à 2 inonnues réelles :
z2 + iz̄ − 1 = 0 ⇐⇒ a2 − b2 + 2iab + ia + b − 1 = 0
⇐⇒ (a2 − b2 + b − 1) + ia(1 + 2b) = 0

⇐⇒
{

a2 − b2 + b − 1 = 0
a(1 + 2b) = 0La seonde équation donne a = 0 ou b = −1/2. Les deuxas sont à étudier.Si a = 0, en injetant dans la première équation ontrouve b2 − b + 1 = 0.

C'est une équation du seond degré qui n'a pas desolutions réelles ; e as est don impossible.Si b = −1/2, en injetant dans la première équation onobtient :
a2 − 1/4 − 1/2 − 1 = 0 ⇐⇒ a2 = 7/4 ⇐⇒ a = −

√
7/2ou a =

√
7/2 (ne pas oublier les deux solutions ! ! !).Ainsi,

S = {−
√

7 + i

2
;

√
7 − i

2
}III. 2 points.Mettre sous forme algébrique les omplexes suivants :Il su�t de développer et de regrouper partie réelle etimaginaire.1◦. (1 + i)2(3 − i) = (1 + 2i − 1)(3 − i) = 2 + 6i2◦. 1 + i

(3 − i)2
=

(1 + i)(3 + i)2

102
=

1 + 7i

50IV. 5 points.Mettre sous forme exponentielle les omplexes suivants :La tehnique onsiste, pour 1◦ et 2◦, à mettre le plusrapidement possible tous les aluls intermédiaires sousforme exponentielle :1◦. √2 − i
√

6 = 2
√

2 exp(−iπ/3)2◦. (

2 − 2i√
3 + i

)8Soient α = 2 − 2i = 2
√

2 exp(−iπ/4) et
β =

√
3 + i = 2 exp(iπ/6)Alors α/β =

√
2 exp(−5iπ/12) et l'on en déduit

(α/β)8 = 16 exp(2iπ/3)3◦. (1 + i)12 + (1 − i)12La question est un peu plus déliate. On voit que etteexpression peut se mettre sous la forme α12 + ᾱ12. Ils'agit don de la somme d'un omplexe et de sononjugué, et le résultat vaut don deux fois la partieréelle du omplexe. Calulons alors α12 sous formeexponentielle :
α =

√
2 exp(−iπ/4) ⇒ α12 = 26 exp(3iπ) = 64 exp(iπ)Alors (1 + i)12 + (1 − i)12 = −64 − 64 = −128V. 4 points.Résoudre dans C :1◦. z2 − (2 + 3i)z + 6i = 0

∆ = (2 + 3i)2 − 24i = −5− 12i. On ne peut pas mettre ∆sous forme exponentielle ar son argument n'est pas unangle lassique. Il faut don extraire les deux rainesarrées sous forme algébrique en posant δ = α + iβ. Si δest une raine arrée de ∆ alors δ2 = ∆

⇐⇒ (α + iβ)2 = −5 − 12i ⇐⇒
{

α2 − β2 = −5
αβ = −6Pour résoudre failement e système, on onstruit une3ième équation à partir des modules :

δ2 = ∆ ⇒ |δ|2 = |∆|
⇐⇒ α2 + β2 =

√

(−5)2 + (−12)2 = 13En ajoutant ette équation à la première, il vient α2 = 4et don α = ±2. En soustrayant la première et latroisième équation, il vient β2 = 9 don β = ±3.Finalement, la seonde équation αβ = −6 montre que α



et β sont de signes ontraires. Les deux raines arréesdans C de −5 − 12i sont don 2 − 3i et −2 + 3i. Lessolutions de l'équation sont don
z1 = ((2 + 3i) − (2 − 3i))/2 et
z2 = ((2 + 3i) + (2 − 3i))/2, ie S = {3i; 2}2◦. iz2 + (i − 3)z − 2 − 2i = 0de la même façon que i-dessus,
∆ = (i − 3)2 + 4i(2 + 2i) = 2iOn peut très simplement trouver les deux raines arréesar 2i = 2 exp(iπ/2) et une des raines arrées est don
δ =

√
2 exp(iπ/4) = 1 + i. Ainsi, les solutions sont

z1 = ((3 − i) − (1 + i))/2 et z2 = ((3 − i) + (1 + i))/2
S = {−2i;−1− i}VI. 3 points.Simpli�er u =

(√

2 +
√

2 + i

√

2 −
√

2

)8En déduire la valeur exate de cos
π

8C'est l'exerie un peu plus di�ile pour ouper les plusrapides. Calulons u2 :
u2 = 2

√
2(1 + i), puis u4 = 8(1 + i)2 = 16i et en�n

u8 = −256 = 256 exp(iπ)

u est don l'une des 8 raines 8ièmes de −256 qui sont dela forme
2ei(π/8+kπ/4)Il reste à savoir laquelle. Pour ela, on regarde sur leerle trigonométrique : cos(π/8) se trouve dans lepremier quadrant, e qui ne laisse que deux rainespossibles ; en outre, la partie réelle de u est plus grandeque sa partie imaginaire ; on en déduit don que uorrespond à la valeur k = 0 de la raine. La partie réellede ette raine est 2 cos(π/8) et par identi�ation, on adon :

2 cos(π/8) =

√

2 +
√

2


