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uments autorisés : une feuille A4 manus
rite re
to/verso.Cal
ulatri
es interdites.Les exer
i
es sont indépendants. Le barème est indi
atif et sansengagement.I. 10 points.Déterminer la nature des séries numériques de termegénéral :Sauf mention 
ontraire, toutes les séries sont à termespositifs et l'on peut don
 appliquer les 
ritères. 1 point1◦. Appliquons le 
ritère de Cau
hy : u1/n
n = e−1 < 1don
 ∑

un CV 1 point2◦. un = n2e−n. Comme n4e−n tend vers 0 en l'in�ni,
∃N/ ∀n ≥ N un ≤ 1

n2D'après le 
ritère de 
omparaison, 
omme ∑
(1/n2)
onverge, il en va de même de la série 1 point3◦. un =

n

n3 + 3n− 1
∼ 1

n2
et d'après le 
ritèred'équivalen
e la série 
onverge don
. 1 point4◦. Appliquons le 
ritère de D'Alembert :

un+1

un
=

(n + 1)n+1

(n + 1)!
× n!

nn
= (1 +

1

n
)n → e > 1Don
 ∑

un diverge. 2 points5◦. un =
(−1)n

√
nIl s'agit d'une série alternée ave
 1/

√
n ≥ 0, dé
roissantet qui tend vers 0. Le 
ritère spé
ial des séries alternéess'applique don
 et ∑

un CV. 1 point6◦. un = (−1)n cos
1

nLe terme général de 
ette série n'a pas de limite enl'in�ni. En parti
ulier, il ne tend pas vers 0 et don
 ∑
undiverge. 1 point7◦. un =

shn
h2nPosons f(x) =
shx
h2x

. Une primitive de 
ette fon
tion est
F (x) =

−1
hx
qui tend vers 0 en l'in�ni. D'après le 
ritèrede 
omparaison à une intégrale (la fon
tion est positive,dé
roissante pour x assez grand), ∑

un CV. 2 pointsII. 10 points.On 
onsidère la fon
tion 2π-périodique, impaire, dé�niepar f(x) = x sur l'intervalle ]0, π].1◦. Donner l'allure de sa 
ourbre représentative.C'est une fon
tion en dent de s
ie (que je ne reproduispas i
i) 1 point2◦. Par imparité, an = 0 ∀n et
bn =

1

π

∫ π

−π

x sin(nx)dx = −2
(−1)n

n
en intégrant par

parties. 2.5 points3◦. Etudier la 
onvergen
e de la série numérique de termegénéral uk =
(−1)k

2k + 1
puis appliquer, en justi�ant, lethéorème de Diri
hlet pour 
al
uler +∞∑

k=0

(−1)k

2k + 1C'est une série alternée 
onvergente 1 pointLe théorème de Diri
hlet s'applique 
ar la fon
tion f estde 
lasse C1 par mor
eaux ; en parti
ulier, elle est
ontinue sur R. 1 pointAppliquons le théorème de Diri
hlet en x = π/2 (ailleursil donne 0 = 0). sin(nπ/2) = 0 pour les termes pairs et
±1 pour les autres. On peut don
 ré-indexer la série enposant n = 2k + 1. On trouve alors
S(π/2) = f(π/2) ⇐⇒ 2

+∞∑
k=0

(−1)k

2k + 1
=

π

2

⇐⇒
+∞∑
k=0

(−1)k

2k + 1
=

π

4
2.5 points4◦. Appliquer le théorème de Parseval pour 
al
uler

+∞∑
n=1

1

n2
en justi�ant de sa 
onvergen
e.L'énergie du signal vaut 1

2π

∫ π

−π

x2dx =
π2

3
. D'après lethéorème de Parseval, π2

3
=

1

2

+∞∑
n=1

4

n2
⇐⇒

+∞∑
n=1

1

n2
=

1

n2
e que nous savions déjà... 2 points


