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rite re
to/verso.Cal
ulatri
es non autorisées.Les exer
i
es sont indépendants. Le barème est indi
atif et sansengagement.I. 8 points.Déterminer la nature des séries numériques de termegénéral donné par :Toutes 
es séries sont à termes positifs et l'on peut don
appliquer les 
ritères 0,5 point1◦. e−n2On applique le 
ritère de Cau
hy : u1/n
n = e−n → 0 < 1et don
 ∑

un CV 1 point2◦. n3

n!On applique le 
ritère de D'Alembert
un+1

un
=

(n + 1)3

(n + 1)!
× n!

n3
=

(n + 1)2

n3
qui tend vers 0 quand

n tend vers l'in�ni. Par suite, ∑
un CV 1,5 points3◦. (1 +

1

n
)n2On applique le 
ritère de Cau
hy : u1/n

n = (1 + 1/n)n. Ils'agit d'une forme indéterminée et pour 
al
uler sa limiteil faut passer à la forme exponentielle :
(1 + 1/n)n = exp(n ln(1 + 1/n)) qui tend vers e > 1. Parsuite, ∑

un DV 1,5 point4◦. √
n

n2 + 3n − 1Appliquons le 
ritère d'équivalen
e : un ∼ 1

n3/2
qui est dela forme ∑ 1

nα
ave
 α > 1. Par suite ∑

un CV 1 point5◦. 1

n lnnAppliquons le 
ritère de 
omparaison à une intégrale. Lafon
tion u(x) =
1

x lnx
est positive, dé
roissante et tendvers 0 en l'in�ni. Par ailleurs, sa primitive est

U(x) = ln lnx qui tend vers l'in�ni en l'in�ni. Par suite,∑
un DV 1,5 point6◦. (−1)n

n lnnIl s'agit d'une série alternée dont le terme général est dela forme (−1)nvn ave
 vn = 1

n ln n . Cette suite est
lairement positive, dé
roissante et tend vers 0. Le 
ritèrespé
ial des séries alternées permet don
 de 
on
lure que∑
un CV 1 pointII. 12 points.On 
onsidère la fon
tion 2π-périodique dé�nie surl'intervalle [0, 2π] par f(x) = x(2π − x)1◦. Tra
er l'allure de sa 
ourbe représentative.

Il s'agit d'un ar
 de parabole renversé, sur l'intervalle
onsidéré. Il passe par 0 en 0 et 2π. On translate 
et ar
pour obtenir la 
ourbe qui ressemble à une suited'ar
ades 1 point2◦. Déterminer ses 
oe�
ients de Fourier et démontrerque sa série de Fourier S(x) s'é
rit
S(x) =

2π2

3
− 4

+∞∑

n=1

cos(nx)

n2Comme f est paire, bn = 0 ∀n 0,5 pointPar ailleurs, a0 =
2π2

3
1,5 point et après 
al
uls,

an = − 4

n2
2 points .3◦. La fon
tion véri�e-t-elle les hypothèses du théorèmede Diri
hlet ?Oui ! Car elle admet en tout point une demi-dérivée àdroite et à gau
he (en plus elle est 
ontinue) 0,5 point4◦. Appliquer le théorème de Diri
hlet pour 
al
uler

+∞∑

n=1

1

n2
, en justi�ant sa 
onvergen
e.On applique le théorème en x = 0. Il vient

f(0) = S(0) ⇐⇒ 0 =
2π2

3
− 4

+∞∑

n=1

1

n2

⇐⇒
+∞∑

n=1

1

n2
=

π2

6
2 pointsLa série 
onverge par ailleurs, 
ar le terme général est dela forme ∑

1/nα ave
 α > 1 1 point5◦. Appliquer le théorème de Diri
hlet pour 
al
uler
+∞∑

n=1

(−1)n

n2
, en justi�ant sa 
onvergen
e.On applique le théorème en x = π. Il vient

f(π) = S(π) ⇐⇒ π2 =
2π2

3
− 4

+∞∑

n=1

(−1)n

n2

⇐⇒
+∞∑

n=1

(−1)n

n2
= −π2

12
1 pointLa série 
onverge par ailleurs, 
ar le terme général est
elui d'une série alternée 
onvergente 0,5 point6◦. Appliquer le théorème de Parseval pour 
al
uler

+∞∑

n=1

1

n4
, en justi�ant sa 
onvergen
e.Après un 
al
ul 
lassique, on obtient +∞∑

n=1

1

n4
=

π4

962 points


