
MATHEMATIQUES CR N◦5 - CORRIGER&T Saint-Malo - 1ère année - 2006/2007 - Durée : 1h -Do
uments autorisés : une feuille A4 manus
rite re
to/verso.Cal
ulatri
es interdites.Les exer
i
es sont indépendants. Le barème est indi
atif et sansengagement.Orthographe et 
larté de la présentation : 1 pointI. 10 points.Soit α > 0.Soient π(t) = 1[−1/2,1/2](t), f(t) = e−αt1[0,+∞[(t),
g(t) = te−αt1[0,+∞[(t) et h(t) =

t2

2
e−αt1[0,+∞[(t)1◦. Cal
uler expli
itement π̂(u) et tra
er l'allure de sa
ourbe représentative.Un 
al
ul que nous avons fait mille fois en 
ours et enTD donne π̂(u) =

sin(πu)

πu
1.5 pointsIl s'agit d'un sinus 
ardinal dont la 
ourbe est donnée
i-dessous 1 point .
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3 4−42◦. Cal
uler expli
itement f̂(u).Un 
al
ul que nous avons fait mille fois donne
f̂(u) =

1

α + 2πiu
1.5 points3◦. Exprimer g(t) en fon
tion de f(t) et en déduire ĝ(u),puis ĥ(u).

g(t) = tf(t) de sorte qu'en utilisant les propriétés de latransformation de Fourier, on a :
ĝ(u) =

−1

2πi
×

d

du
f̂(u) =

1

(α + 2πiu)2
1 pointDe la même façon, h(t) =

1

2
tg(t) et don


ĥ(u) =
1

(α + 2πiu)3
2 points4◦. A l'aide des questions pré
édentes, déterminer f ⋆ g(t)Nous voyons que f̂(u) × ĝ(u) = ĥ(u)D'après les propriétés de la transformation de Fourier (enparti
ulier, elle transforme un produit normal en produitde 
onvolution et vi
e-versa) on en déduitimmédiatement que f ⋆ g(t) = h(t) 1 point5◦. Résoudre l'équation di�érentielle y′(t) + αy(t) = f(t)Nous passons à la transformée de Fourier dans les deuxmembres de l'équation : 2πiuŷ(u) + αŷ(u) =

1

α + 2πiu
⇒ ŷ(u) = ĝ(u) et don
 y(t) = g(t) qui est la solution2 points

II. 10 points.Soient A =





1 0 0
2 0 −1
−4 2 3



 et P =





1 1 0
1 0 1
1 2 −2



1◦. Cal
uler P 2, P 3 et montrer que P 3 + P 2 − 5P = I.
P 2 =





2 1 1
2 3 −2
1 −3 6



 et P 3 =





4 4 −1
3 −2 7
4 13 −15



2 pointsOn en déduit la relation demandée 1 point2◦. En déduire l'expression de P−1.
P (P 2 + P − 5I) = I et don
 P−1 = P 2 + P − 5I ie
P−1 =





−2 2 1
3 −2 −1
2 −1 −1



 1.5 points .3◦. Cal
uler D = P−1AP .Le 
al
ul donne D =





1 0 0
0 1 0
0 0 2



 2 points4◦. Pour n ∈ N, 
al
uler Dn.
D =





1 0 0
0 1 0
0 0 2n



 1 point5◦. Démontrer que An = PDnP−1 et en déduire An.
An = PDP−1 × PDP−1 × ... × PDP−1 = PDnP−1

An =





1 0 0
2n+1 − 2 2 − 2n 1 − 2n

4(2n − 1) 2n+1 − 2 2n+1 − 1



 1 point6◦. Résoudre le système suivant






x + y = 13
x + z = −11
x + 2y − 2z = 50Le système s'exprime sous la forme PX = B et sasolution (unique) est X = P−1B.Ainsi, S = {(2, 11,−13)} 1.5 points


