
MATHEMATIQUES CR N◦3 - CorrigéR&T Saint-Malo - 2nde année - 2006/2007 - Durée : 1h -Do
uments autorisés : une feuille A4 manus
rite re
to/verso.Cal
ulatri
es interdites.Les exer
i
es sont indépendants. Le barème est indi
atif et sansengagement.I. 6 points.Déterminer les extrema des fon
tions 
i-dessous :1◦. f(x, y) = xy

∂f

∂x
= y et ∂f

∂x
= yLe seul point 
ritique est don
 (0, 0) 1 pointEn 
e point, la matri
e hessienne est :

H =

(

0 1
1 0

) dont les valeurs propres sont ±1 1 pointComme elles ne sont pas de même signe, le point (0, 0)est un point selle 1 point
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42◦. f(x, y) = 2x2 + y2 − 2xy + 4xDe la même façon que 
i-dessus

∂f

∂x
= 4x− 2y + 4 et ∂f

∂x
= 2y − 2xLa se
onde équation s'annule ssi x = y et la premièredevient alors 2x+ 4 qui s'annule en −2. Le seul point
ritique est don
 (−2,−2) 1 pointEn 
e point, la matri
e hessienne est :

H =

(

4 −2
−2 2

) dont les valeurs propres sont, après
al
ul du polyn�me 
ara
téristique, 3 ±
√

5 1 pointComme elles sont > 0, le point (−2,−2) est un minimumstri
t 1 point
II. 3 points.Soit f(x, y) = arctan(

y

x2
)1◦. Déterminer le domaine de dé�nition de f et 
al
uler

∂f

∂x
(x, y) et ∂f

∂y
(x, y)La fon
tion est dé�nie sur R

2/ ∆ où ∆ : x = 0
∂f

∂x
= − 2xy

x4 + y2
et ∂f

∂y
= − x2

x4 + y2
2 points2◦. En déduire que f(x, y) est solution de l'équation :

x
∂f

∂x
+ 2y

∂f

∂y
= 0C'est évident et ça vaut quand même 1 pointIII. 3 points.Soit φ(x, t) =

1√
2πt

e−
x
2

2t1◦. La fon
tion est dé�nie si t > 0 1 point (don
 dans ledemi-plan à droite de (0, 0)). En bonus, voi
i sa surfa
ereprésentative :
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−27.5
−410.0On 
onstate qu'en dérivant, la fon
tion φ apparaitnaturellement (et il n'y a don
 pas beau
oup de 
al
uls àe�e
tuer...). On a :

∂2φ

∂x2
=
x2 − t

2t2
φ(x, t) =

∂φ

∂t
1 point2◦. En déduire que φ(x, t) est solution de l'équation de la
haleur :

∂2φ

∂x2
=
∂φ

∂tOn vient d'y répondre au dessus : il su�t de 
onstaterque les deux dérivées partielles 
oïn
ident (point donné,en
ore une fois) 1 pointIV. 5 points.Soient T = {(x, y) ∈ R
2/ x ≥ 0, y ≥ 0, x+ y ≤ 1} et

C = {(u, v) ∈ R
2/ 0 ≤ u ≤ 1, 0 ≤ v ≤ 1}Soit φ : R

2 −→ R
2 la fon
tion dé�nie par

φ(u, v) =

(

u
(1 − u)v

)

=

(

x
y

)1◦. Tra
er rapidement les ensembles T et C dans unrepère orthonormé du plan.Comme l'indiquent les initiales, T est un triangle 
oin
éentre les deux axes et la droite x+ y = 1, tandis que Cest le 
arré unité du plan 1 point2◦. Déterminer la matri
e ja
obienne Jφ(u, v) de φ ainsique son déterminant.On a Jφ =

(

1 0
0 1 − u

) et |Jφ| = 1 − u 1 point



3◦. Démontrer que φ(C) = T4◦. En exprimant u et v en fon
tion de x et y, déduirel'expression de la ré
iproque ψ(x, y) de la fon
tion φ.5◦. Cal
uler div φ et rot φ en un point (u, v) du plan.V. 3 points.Soit f(x, y) =
1

√

1 − x2 − y21◦. Déterminer et tra
er dans le plan le domaine dedé�nition de f(x, y).2◦. Cal
uler grad f et ∆f


