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Documents autorisés :
Calculatrice interdite.
On peut admelttre le résultat d’une question pour passer a la
suivante.

une feuille A4 manuscrite recto/verso.

Durant tout le devoir la fonction H(t) représentera la fonction

échelon de Heaviside : H(t) = 1[g 4 oo[(t)

I. 3 points.

Tracer la courbe représentative des fonctions ci-dessous,
puis & ’aide de la définition, calculer leur transformée de
Laplace.

1°. f(t)y=H({t)—H(t—-1)

Hit)=1 < t>0et Ht—1)=0 < ¢t > 1; ansi,
f(¢t) est une fonction nulle si t < 0, égale & 1 sur [0, 1] et

égale 4 0si t > 2.]0.5 point

1

1
On a F(p) = — — e P— en calculant 'intégrale ou bien en
b

p
utilisant le tableau
2°. g(t) = Lygq((t) — 11 oq(t)

g(t) est est nulle & extérieur de [0, 2] et est représentée

par une porte de hauteur 1 suivie d’'une porte de hauteur
—110.5 point
1 2
1
G(p) = / e Ptdt 7/ e Pldt = =(1—2e P +e ?P)en
0 1 p

effectuant une intégration directe

I1. 4 points.

Calculer les transformées de Laplace des fonctions
suivantes :

1°. tH(t) = F(p) = ]%

En dérivant —1/p par rapport a p

1
(p+1)2

En utilisant les propriétés de la transfo

%
P2+ 1)2
la transfo de sintH (t) est G(p) = 1/(p* + 1) ; ainsi,

F(p) =-G'(p)

4°. te tsin(t)H(t) = F(p) =

2°. te”'H(t) = F(p) =

3°. tsin(t)H(t) = F(p) =

2(p+1)
(p? +2p +2)?

En utilisant le tableau des transfos usuelles

III1. 5 points.

Calculer les originaux des fonctions suivantes :

o _ 1 i1
1 Fo) = (p+3)p+1) 2 <p+1 p+3)

o _3+tp _3 3 2
2'F(p)_p(pﬂ)2 p p+l (p+1)?
= f(t) = (3 -3¢t —2te ) H(1)

. B p _ pt1/2-1)2
3'F(p)7p2+p+17(p+1/2)2+3/4
__optl2 1 VB2
T (p+1/2)2+3/4 3\ (p+1/2)2+3/4
= f(t) = (cos(?t) — ? sin(?t))e_t/QH(t)

Déja fait en td...

IV. 4 points.

Résoudre les équations différentielles suivantes par la
méthode de Laplace :

. { y () = y(t) = e H (1)
y(0) =0

En passant & la transformée de Laplace dans les deux
membres, il vient :

= y(t) = %(et — e Y)H(t) = sinh(¢)H (t)
90 { y"(t) +2y'(t) +y(t) = 3H(t)

"L y(0)=0;4'(0) =1
=Y(p) = i

p+1)°
Nous avons déja calculé l'original ci-dessus :

= f(t) = (3—3e~t —2te ") H(t)

V. 5 points.

1°. Soit Y (p) la transformée de Laplace de y(t) et X (p)
celle de z(t). Exprimer Y en fonction de X.

=Y(p) = X(p) x pg—H

La fonction de transfert est donc H(p) = pQ—{H

1 1
2°.Ona ——— = - — et l'original est donc
p(p*+1) p p*+1 &
(1 — cost)H(t).
e P
L’original de ————— est donc (1 —cos(t —a))H(t —a
PP D) ( (t—a)H(t —a)

3°. X(p) a déja été calculé dans I'exercice I :
1
X(p) = 5(1 —2e7P 47 ?P)

En remplacant X (p) par son expression dans le 1°, on
obtient :

T

= y(t)=(1—cost)H(t) —2(1 —cos(t —1))H(t — 1) + ...
.+ (1 —cos(t—2))H(t —2)

(1—2e7P+e %)



