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rite re
to/verso.Cal
ulatri
es interdites. Les exer
i
es sont indépendants. Lebarème est indi
atif et sans engagement.I. 5 points.Soient z = 4
√

2(1 − i) et j = −1

2
+ i

√
3

21◦. Déterminer les ra
ines 
ubiques de z sous formeexponentielle, puis exprimer l'une d'elles sous formealgébrique.On voit fa
ilement que z = 8e−iπ/4 0.5 pointEn appliquant la formule des ra
ines nièmes, on trouveles trois ra
ines 
ubiques u0, u1, u2 :
u0 = 2e−iπ/12, u1 = 2ei(−π/12+2π/3) = 2e7iπ/12 et
u2 = 2ei(−π/12−2π/3) = 2e−3iπ/4 1 pointOn 
onstate que u2 peut se mettre sous forme algébriquesimplement :
u2 = 2 cos(3π/4) − 2i sin(3π/4) = −

√
2(1 + i) 1 point2◦. Cal
uler j2 et j3. Que représente j ?

j = e2iπ/3. Ainsi, j2 = j̄ et j3 = 1. j est une des troisra
ines 
ubiques de l'unité ; les deux autres sont 1 et j.1 point3◦. A l'aide de la question pré
édente, déterminer laforme algébrique des deux dernières ra
ines 
ubiques de
z.On obtient les ra
ines 
ubiques de z en multipliant l'uned'elles par les ra
ines 
ubiques de l'unité. Ainsi,
u2 = u2 × 1 = −

√
2(1 + i)

u0 = u2 × j = −
√

2(1 + i)j =

√
2

2

(

(1 +
√

3) − i(
√

3 − 1)
)

u1 = u2 × j2 = −
√

2(1 + i)j2 =

√
2

2

(

(1 −
√

3) + i(
√

3 + 1)
)1.5 pointII. 8 points.Cal
uler, en justi�ant, les limites suivantes :1◦. lim

x→5

x2 + x − 6

2x2 − 14x + 20
= lim

x→5

4

x − 5La limite en 5− vaut don
 −∞ et la limite en 5+ vaut
+∞ 1 point2◦. lim

x→1

x3 + x2 − 5x + 3

x2 − 3x + 2
= lim

x→1

(x − 1)2(•)
(x − 1)(••) = 0 1pointOn peut également appliquer la règle de l'Hospital.3◦. lim

x→0

ex − 1

x
= lim

x→0

ex

1
= 1 0.5 pointEn appliquant la règle de l'Hospital.4◦. lim

x→+∞

x sin x

x4 + 1
= 0 1 point

D'après le théorème des gendarmes. En e�et,
∣

∣

∣

∣

x sin x

x4 + 1

∣

∣

∣

∣

≤ |x|
x4 + 1

qui → 0 si x → +∞5◦. lim
x→0

sin(5x)

sinx
= lim

x→0

5 cos(5x)

cosx
= 5 0.5 pointD'après la règle de l'Hospital.6◦.

lim
x→+∞

(

√

x2 + 1 −
√

x2 + 4
)

= lim
x→+∞

−3√
x2 + 1 +

√
x2 + 4

= 01 point7◦. lim
x→−∞

2x − 3√
x2 − 1

= lim
x→−∞

2x

−x
√

1 − 1/x2
= −21 point8◦. lim

x→0+
(1 − x)

1/x
= lim

x→0+
exp

(

ln(1 − x)

x

)

= e−1En e�et, en appliquant la règle de l'Hospital
lim

x→0+

ln(1 − x)

x
= lim

x→0+

−1

1 − x
= −1 2 pointsIII. 7 points.Déterminer le domaine de dé�nition et les bran
hesin�nies des fon
tions 
i-dessous :1◦. √

x2 − 1Appelons f(x) 
ette fon
tion. f(x) existe si x2 − 1 ≥ 0 
equi est ⇐⇒ à x ∈] −∞,−1] ∪ [1, +∞[ 1 pointComme f(1) = f(−1) = 0, il n'y aura pas d'asymptotesen 
es points. Par ailleurs,
lim

x→+∞

f(x) = +∞ et lim
x→+∞

f(x)

x
= lim

x→+∞

√

x2 − 1

x2
= 1.En�n, lim

x→+∞

(f(x) − x) = lim
x→+∞

(
√

x2 − 1 − x) = 0 en ×par l'expression 
onjuguée. Ainsi, ∆ : y = x estasymptote oblique en +∞ 1 pointLa démonstration est la même en −∞, à 
e
i près qu'unfa
teur −1 apparaît dans le 
al
ul de f(x)/x lorsqu'il faut�rentrer� le terme x sous la ra
ine. La droite d'équation
∆′ : y = −x est don
 asymtptote en −∞ 0.5 point
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−12◦. x2 − 4

x − 1Soit f(x) 
ette fon
tion. Son domaine de dé�nition est Rprivé de {1}.
lim

x→1−
f(x) = lim

x→1−

−3

x − 1
= +∞ et

lim
x→1+

f(x) = lim
x→1+

−3

x − 1
= −∞Il existe don
 une asymptote verti
ale à la 
ourbe,d'équation x = 1 1 point

lim
x→+∞

f(x) = +∞ et lim
x→+∞

f(x)

x
= lim

x→+∞

x

x − 1
= 1.



En�n, lim
x→+∞

(f(x) − x) = lim
x→+∞

x2 − 4 − x2 − x

x − 1
= 1 desorte que ∆ : y = x + 1 est asymptote oblique en ±∞1 point
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3◦. (x − 1)e1/xLe domaine de dé�nition est 
lairement R
⋆.

lim
x→0−

f(x) = 0 et lim
x→0+

f(x) = −∞. (Oy) est don
asymptote verti
ale 1 point
lim

x→+∞

f(x) = +∞, lim
x→+∞

f(x)/x = 1 et
lim

x→+∞

(f(x) − x) = lim
x→+∞

(

x(e1/x − 1) − e1/x
)La première parenthèse tend vers 1 en appliquant la règlede l'Hospital et la se
onde vers −1. Ainsi, ∆ : y = x estasymptote en ±∞ 1.5 points
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