MATHEMATIQUES CR N°3 - CORRIGE
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Durée : 1h

Documents autorisés : une feuille A4 manuscrite recto/verso.
Calculatrices interdites.

Les ezxercices sont indépendants. Le baréme est indicatif et sans
engagement.

I. 5 points.
Soit P(z) = 2® — 32* — 23 — 32 — 2

1°. Déterminer une racine simple du polynéme

A(z) = 2® + 1 et en déduire sa décomposition en facteurs
irréductibles dans R.

A(—=1) =0 donc A(z) = (z + 1)(az? + bz + ¢)

La division euclidienne donne A(x) = (z + 1)(2% — 2 + 1)
qui est la décomposition demandée puisi ue le second

polyndéme a un discriminant négatif.

2°. Démontrer que —1 est une racine double de

B(z) = 2® — 32 — 2. En déduire les autres racines.
B(—1) =0, B'(z) = 32° — 3 et B'(—1) = 0. Enfin,
B"(x) = 6x qui n’est pas nul en —1; ceci prouve que —1
est racine double de B(x). Ce polynome est donc
divisible par (x 4+ 1)? = 22 + 2z + 1 et la division

euclidienne donne B(z) = (z + 1)?(x — 2)
3°. Démontrer que P(z) est divisible par A(x).
La encore, une division euclidienne donne

immédiatement P(x) = A(x)B(x)

4°. En déduire la décomposition en facteurs irréductibles,
dans R, du polynéme P(z).

Les racines (ou les zéros pour étre bien rigoureux) de
P(x) sont celles de A(z) ou de B(z). Ainsi,

P(z)=(z+ 13z —2)(22 —z+1)

I1. 9 points.
Décomposer en éléments simples :
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en appliquant le théoréme des résidus puisqu’il s’agit de
deux poles simples.
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En effet, 1 est un pole double. Pour calculer « et 3, on ne
peut pas utiliser le théoréeme des résidus et il faut donc
trouver deux astuces :

En x par z et en faisant tendre vers I'oo, on a @ = 1.

En x par (z —1)% et en posant x = 1, on a 3 = —2.

L o )

Fle) = ICESE

x4+ 322 +1

z(z? +1)
Le numérateur est de degré 4 et le dénominateur est de
degré 3, il y a donc une partie entiére. La division
euclidienne montre alors que x est la partie entiére. La
fraction restante est alors décomposée (0 est un pole
simple) et l’on a :

“é*%ﬂ

III. 6 points.
Soit A(x) = 42 + 8z + 8 et B(zx) = x + 2

1°. F(z) =

1°. Effectuer la division suivant les puissances croissantes
a Pordre 2 de A(x) par B(x)

On trouve Q(z) = 4 + 2z + 2% et R(z) = —a°

2°. Décomposer en éléments simples la fraction

Fle) = 42% 4+ 8z + 8
o 3(x+2)

En utilisant la question précédente,

2] 4 2 1 1

T+ 2 :F 22 E_:L'+2

F(gc):gc—l3 [(4—}—23&—}—3&2)—

3°. En déduire la décomposition en éléments simples de
422 +4
xt =223 +2x -1

Il suffit de constater que G(z) = F(x — 1) et l'on a
immeédiatement

G(z) =




