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Ces trois vecteurs sont des vecteurs propres de A. Dans
cette base, u est donc diagonale de la forme

Durée : 1h - -2 0 0
p={0 20
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Calculatrices interdites.

Les ezxercices sont indépendants. Le baréme est indicatif et sans Par ailleurs, les vecteurs &’ et § sont des vecteurs propres

engagement. de B, associés respectivement & —2 et 3. En fait, le choix
du vecteur (1, —2,0) pour la premiére colonne de P
I. 19 points. permet d’obtenir & la fois un vecteur propre de A et de
. B. Enfi j) = a — 2j et la matrice T' de v dans la base
Soient u et v deux applications linéaires de R3_'dans R3 nfin, v(7) :; 1‘7 0 fatt v dan
dont le§ matrices dans la base canonique (i, j, k) sont estdoncT=| 0 —2 0. Dans cette base, elle est
respectivement : 0 0 3
-2 0 =5 0 I -4 donc triangulaire | 2 points
PO (ol e DA (L [2 poins
0 0 3 0 0 3 7°. Résoudre le systéme différentiel
(1) = ~2a(t) — 52(1)
1°. Dét?rminer les Val?urs e.t sous espaces propres de A, Y (t) = —2y(t) + 52(t)
en précisant base et dimension pour chaque espace. 2(t) = 3z(t)
A est triangulaire. Les valeurs propres se lisent sur la avec z(t),y(t), 2(t) fonctions de classe C1 définies sur R
diagonale : —2 est valeur propre double et 3 est valeur
propre simple Parmi les solutions, déterminer celle qui vérifie
1 2(0) = y(0) = 2(0) = 1.
Apreés calculs, on trouve Es = vect{| 1 |} qui est de u(t)
1 Posons Y (t) = | v(t) | = P71X (1)

dimension 1 | 1.5 points | et de méme, E_s = vect{i,j} w(t)

. . . : En se placant dans la base de vecteurs propres de A, le

est de dimension 2 | 1.5 points ’
dau rmension systéme devient Y’ = DY dont les solutions sont
2°. A est-elle diagonalisable ? ket
Y(t) = k2€72t avec k‘l, ko, ks € R

dim F3 + dim F_5 = 3 et par suite A est diagonalisable.

- kgeSt
En effet, ' = —2u <= v'/u= -2 <= hhu=
g =2t (
3°. Déterminer les valeurs et sous espaces propres de B, 7275 + K = u=ke (idem pour les deux autres
en précisant base et dimension pour chaque espace. ¢quations).

kie=2t — kgedt
Pp(X) = (2+ X)*(3 — X) et les valeurs propres de B Ainsi, X (t) = PY(t) = | —2k1e 2 + kpe 2! + kse3

sont les mémes de que celles de A ksedt
4°. B est-elle diagonalisable ?

Le sous espace propre associé a 3 est le méme que celui de 1. condition initiale impose par ailleurs ks = 1,k = 2 et
3x+y—42=0

A. En effet, X(:c,y, 2) € B3 < { 74 T 4 87 = 0 ko = 4 que 'on obtient soit en résolvant le systéme, soit
AT — Ty toz= en multipliant P~! par le vecteur (1,1,1)

En résolvant, on trouve y = z,z = —z | 1.5 points
1

Par contre, E_, est de dimension 1 engendré par | —2
0 On considére I'ensemble &€ des solutions de ’équation

différentielle y”(t) 4+ y(t) = 0. Nous noterons :
€=A{y(t)/ y"(t) +y(t) = 0}

I1. 2 points.

dim E3 + dim E_5 = 2 et par suite B n’est pas

. . - 1°. Démontrer rapidement qu’il s’agit d’un espace
diagonalisable. vertoriel.
5°. On considére maintenant la matrice . . .
1 0 —1 Soient y; et yo deux solutions et A € R. On voit
Pp=[-2 1 1 facilement que y; + y2 est solution, ainsi que Ay;. Par
0 0 1 ailleurs, la fonction constante égale a 0 est dans cet

ensemble. C’est donc un espace vectoriel | 0.5 point
Démontrer que P est inversible et calculer P!

. . 2°. Démontrer que sinx et cosz appartiennent & &.
det P =1# 0 et P est donc inversible. On trouve

1 0 1 C’est évident car sin” z = —sinz et cos” x = —cosz
Pl=12 11 et l’on vérifie que 0.5 point

0 0 1
pp-l—7 3°. Démontrer que toute solution de £ est de la forme

asinz + fcosx, avec a, 3 € R.
6°. On note @, j, § les vecteurs colonnes de P. Déterminer En déduire la dimension et une base de £.



L’équation caractéristique de I’équation est 2 +1 =0
dont les solutions sont +i. D’apreés le cours sur les
équations différentielles, les solutions sont donc des

combinaisons linéaires de sinx et cosz. £ est un espace
vectoriel de dimension 2 et base {sinx,cosz} |1 point



