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ulatri
es interdites.Les exer
i
es sont indépendants. Le barème est indi
atif et sansengagement.I. 19 points.Soient u et v deux appli
ations linéaires de R
3 dans R

3dont les matri
es dans la base 
anonique (~i,~j,~k) sontrespe
tivement :
A =





−2 0 −5
0 −2 5
0 0 3



 et B =





0 1 −4
−4 −4 3
0 0 3



1◦. Déterminer les valeurs et sous espa
es propres de A,en pré
isant base et dimension pour 
haque espa
e.
A est triangulaire. Les valeurs propres se lisent sur ladiagonale : −2 est valeur propre double et 3 est valeurpropre simple 1 pointAprès 
al
uls, on trouve E3 = vect{





−1
1
1



} qui est dedimension 1 1.5 points et de même, E−2 = vect{~i,~j}qui est de dimension 2 1.5 points2◦. A est-elle diagonalisable ?
dimE3 + dim E−2 = 3 et par suite A est diagonalisable.1 point3◦. Déterminer les valeurs et sous espa
es propres de B,en pré
isant base et dimension pour 
haque espa
e.
PB(X) = (2 + X)2(3 − X) et les valeurs propres de Bsont les mêmes de que 
elles de A 2 points4◦. B est-elle diagonalisable ?Le sous espa
e propre asso
ié à 3 est le même que 
elui de
A. En e�et, ~X(x, y, z) ∈ E3 ⇐⇒

{

−3x + y − 4z = 0
−4x − 7y + 3z = 0En résolvant, on trouve y = z, x = −z 1.5 pointsPar 
ontre, E−2 est de dimension 1 engendré par 



1
−2
0



1.5 points
dimE3 + dim E−2 = 2 et par suite B n'est pasdiagonalisable. 1 point5◦. On 
onsidère maintenant la matri
e
P =





1 0 −1
−2 1 1
0 0 1



Démontrer que P est inversible et 
al
uler P−1

detP = 1 6= 0 et P est don
 inversible. On trouve
P−1 =





1 0 1
2 1 1
0 0 1



 2 points et l'on véri�e que
PP−1 = I6◦. On note ~α,~j, ~β les ve
teurs 
olonnes de P . Déterminer

les matri
es D et T de u et v dans 
ette base. Exprimer
v(~j) en fon
tion de ~α et ~j ; en déduire la forme de T .Ces trois ve
teurs sont des ve
teurs propres de A. Dans
ette base, u est don
 diagonale de la forme
D =





−2 0 0
0 −2 0
0 0 3



 1 pointPar ailleurs, les ve
teurs ~α et ~β sont des ve
teurs propresde B, asso
iés respe
tivement à −2 et 3. En fait, le 
hoixdu ve
teur (1,−2, 0) pour la première 
olonne de Ppermet d'obtenir à la fois un ve
teur propre de A et de
B. En�n, v(~j) = ~α − 2~j et la matri
e T de v dans la baseest don
 T =





−2 1 0
0 −2 0
0 0 3



. Dans 
ette base, elle estdon
 triangulaire 2 points7◦. Résoudre le système di�érentiel






x′(t) = −2x(t) − 5z(t)
y′(t) = −2y(t) + 5z(t)
z′(t) = 3z(t)ave
 x(t), y(t), z(t) fon
tions de 
lasse C1 dé�nies sur RParmi les solutions, déterminer 
elle qui véri�e

x(0) = y(0) = z(0) = 1.Posons Y (t) =





u(t)
v(t)
w(t)



 = P−1X(t)En se plaçant dans la base de ve
teurs propres de A, lesystème devient Y ′ = DY dont les solutions sont
Y (t) =





k1e
−2t

k2e
−2t

k3e
3t



 ave
 k1, k2, k3 ∈ REn e�et, u′ = −2u ⇐⇒ u′/u = −2 ⇐⇒ lnu =
−2t + K ⇐⇒ u = k1e

−2t (idem pour les deux autreséquations).Ainsi, X(t) = PY (t) =





k1e
−2t − k3e

3t

−2k1e
−2t + k2e

−2t + k3e
3t

k3e
3t



2 pointsLa 
ondition initiale impose par ailleurs k3 = 1, k1 = 2 et
k2 = 4 que l'on obtient soit en résolvant le système, soiten multipliant P−1 par le ve
teur (1, 1, 1) 1 pointII. 2 points.On 
onsidère l'ensemble E des solutions de l'équationdi�érentielle y′′(t) + y(t) = 0. Nous noterons :
E = {y(t)/ y′′(t) + y(t) = 0}1◦. Démontrer rapidement qu'il s'agit d'un espa
eve
toriel.Soient y1 et y2 deux solutions et λ ∈ R. On voitfa
ilement que y1 + y2 est solution, ainsi que λy1. Parailleurs, la fon
tion 
onstante égale à 0 est dans 
etensemble. C'est don
 un espa
e ve
toriel 0.5 point2◦. Démontrer que sin x et cosx appartiennent à E .C'est évident 
ar sin′′ x = − sin x et cos′′ x = − cosx0.5 point3◦. Démontrer que toute solution de E est de la forme
α sinx + β cosx, ave
 α, β ∈ R.En déduire la dimension et une base de E .



L'équation 
ara
téristique de l'équation est r2 + 1 = 0dont les solutions sont ±i. D'après le 
ours sur leséquations di�érentielles, les solutions sont don
 des
ombinaisons linéaires de sin x et cosx. E est un espa
eve
toriel de dimension 2 et base {sin x, cosx} 1 point


