MATHEMATIQUES CR N°2 - CORRIGE
R#T Saint-Malo - 2nde année par apprentissage - 2007/2008 -

Durée : 1h -

Documents autorisés : une feuille A4 manuscrite recto/verso.
Calculatrices non alphanumériques autorisées.

Les ezxercices sont indépendants. Le baréme est indicatif et sans
engagement.

I. 2 points.

Un logiciel utilise un mot de passe composé de 3 lettres
(de A & Z sans distinction de casse) et de 4 chiffres (de 0
a9).

1°. Combien existe-t-il de codes différents?
Dans un mot de passe, les répétitions sont autorisées et
I’ordre compte. On utilise donc des listes. Il y a 26

possibilités pour chaque lettre et 10 pour chaque chiffre.
Au total on a donc : 26 x 10* | 0.5 point

2°. On souhaite améliorer la protection en utilisant a la
place des lettres n’importe quel code ascii (il en existe
128). Combien existe-t-il de codes?

De la méme fagon que ci-dessus : 1283 x 10*|0.5 point

3°. On sait que parmi les 3 caractéres, il y a deux f.
Combien existe-t-il de possibilités? Il y C% = 3 fagons de
placer ces deux caractéres. Le reste est identique aux
deux questions précédentes : 6 x 128 x 10*

I1. 3 points.

Les pannes d’un appareil électronique sont visualisées a
I’aide d’un tableau de 8 leds numérotées de 1 & 8. En
fonction de la nature de la panne, une ou plusieurs leds
s’allument.

1°. Combien ce panneau permet-il de répertorier de
pannes différentes ?

Un groupe de leds allumées correspond & un sous
ensemble. Au total, on a donc 28 — 1 = 255 pannes que
I’on peut répertorier, car le cas ot aucune led n’est
allumée correspond & une absence de panne. Autre facon
de répondre : chaque led a deux états possibles (allumée

ou éteinte). Il 'y a 2 X 2 x 2... x 2 états.
—_—

8%

2°. Combien de pannes existe-t-il avec exactement 4 leds
d’allumées ? Avec moins de 4 leds d’allumées ?

Il y a Cf = 70 fagons d’obtenir 4 leds allumées et

S _ Ok =8+ 28+ 56 = 92 facons d’en avoir moins de
4. 11 faut utiliser des combinaisons car on s’intéresse

uniquement & la place des leds allumées parmi les 8 leds.

3°. Le réparateur doit taper un code de 4 chiffres pour
accéder au menu de diagnostic. La touche 5 est presque
effacée, ce qui indique sans doute que un ou plusieurs 5
sont présents dans ce code. Combien reste-t-il de codes a
tester 7

Il y a 4 x 10% codes avec un cinq, C7 x 100 avec deux
cing, etc. Au total, 4000 + 600 + 40 + 40 = 4680
III. 2 points.

1°. Résoudre dans N I'équation 2C2 + 602 = 4n

nn—1) nn—1)(n—2)

2 x +6 =4n

< n(n—1)>=4n < n =3 oun= —1. La seconde

solution est impossible. On a donc & = {3}

IV. 5 points.

On considére un dé normal et deux urnes A et B. A
contient 2 boules noires et 4 vertes et B contient 3 noires
et 3 vertes. On lance le dé : Si ’on fait 1,2, 3 ou 4, on tire
une boule dans A, sinon on la tire dans B. On considére
les événements suivants :

A= “On a tiré une boule dans 'urne A” (idem pour B).
N= “On a tiré une boule noire” (idem pour V).

1°. Déterminer P(A) et P(N/A).
Par lecture directe de I’énoncé, P(A) =4/6 = 2/3 et
P(N/A) =2/6 =1/3
2°, Déterminer en justifiant P(N) et P(B/N)
La formule des probas totales donne
P(N) =P(N/A)P(A) +P(N/B)P(B) =
(1/3)(2/3) + (1/3)(1/2) = 7/18
Enfin, la formule de Bayes donne
P(A/N)P(N)
(A/N)B(N) + P(A/V)B(V)

3°. Les événements N et B sont-ils indépendants ?
Pourquoi ? Sont-ils disjoints ? Pourquoi ?

Non car P(B) = 1/3 # P(B/N).

Non car
P(BNN)=P(N/B)P(B)=(1/2) x (1/3) =1/6 # 0.

V. 8 points.

P(N/4) =

On dispose de deux urnes U et V. U comporte a boules
blanches et b boules noires. V comporte b boules blanches
et a boules noires. Les tirages s’effectuent avec remise.
On note U,, I’événement “le niéme tirage a lieu dans U”
et B, I'événement “la niéme boule est blanche”. Si &
I’étape n on a tiré une boule blanche, alors le tirage
suivant s’effectuera dans U, sinon il s’effectuera dans V.
Le premier tirage s’effectue toujours dans U. On pose
enfin v, = P(B,,).

a

t
a+be

1°. Par lecture directe de I’énoncé P(B,,/U,,) =

B(Ba/Va) = —

2°. De méme, et puisque les tirages se font avec remise,

a — b :
P(Bnt1/Bn) = P P(Bnt1/Bn) = R

3°. En déduire que Vn € N :

_(a—b n b
Unt1 = a+b tn a+b

Nous appliquons la formule des probas totales :

Unt1 = P(Bny1) = P(Bn+1/Bn)P(Bn) + ]P(BnJrl/B_n)(l —P(Bn))

- _* +L(1fu)f a=by., +L
Ca+b " a+d "o \a+b) " a+b



4°. On pose v, = u,, — 1/2 pour tout n. Démontrer que

VnGN.
v a*b v

=u flswu = a—b U +L71
2 T \a+b) " a+b 2

a—2> b 1 a—>b
n 1/2 5 T 5 = n
a+b>(” U 3 <a+b)v

1.5 points
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5°. On vg = 1/2. En multipliant les n équations ci-dessus

ot de 0 3 . N 1/a—b\"""
our n varian e an— ,on a Vp = —
P " 2 \a+bd

1 point

6°. On voit clairement que ¢ = |[(a — b)/(a +b)| < 1, de
sorte ¢"~! tend vers 0 quand n tend vers ’infini. Ainsi,

1
lim v, =0 et puisque u, = v, —1/2,= lim wu, ==
n——+o0o n—-+o00 2

0.5 point

7°. On change de régle : si a I’étape n on tire une boule
blanche, alors le tirage suivant s’effectue dans la méme
urne ; sinon on change d’urne. Calculer P(U,,) et P(B,,)
pour n > 1. En appliquant & nouveau la formule des
probas totales, il vient :

P(Un+1) = P(Bn/Un)P(Un) + P(B"/Vn)P(Vn) - a i b
P(By,) = P(B,/Un)P(Uy) + P(B/Va)P(Vy,) = ((Z jbb)2

1 point

Quelle est la meilleure régle de conduite si 'objectif est
de tirer des boules blanches?

a® +b* —2ab= (a—b)*>0

(@t b2 = 202 +p2) — 22D




