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uments autorisés : une feuille A4 manus
rite re
to/verso.Cal
ulatri
e interdite.On peut admettre le résultat d'une question pour passer à lasuivante.Durant tout le devoir la fon
tion H(t) représentera la fon
tioné
helon de Heaviside : H(t) = 1[0,+∞[(t)I. 4 points.Tra
er la 
ourbe représentative des fon
tions 
i-dessous,puis à l'aide de la dé�nition, 
al
uler leur transformée deLapla
e.1◦. f(t) = H(t) + H(t − 1)

H(t) = 1 ⇐⇒ t ≥ 0 et H(t − 1) = 0 ⇐⇒ t ≥ 1 ; ansi,
f(t) est une fon
tion nulle si t < 0, égale à 1 sur [0, 1[ etégale à 2 si t ≥ 2. 1 pointOn a F (p) =

1

p
+ e−p 1

p
en 
al
ulant l'intégrale ou bien enutilisant le tableau 1 point2◦. g(t) = t × 1[0,1[(t) + (2 − t) × 1[1,2[(t)

g(t) est une fon
tion triangle qui est nulle à l'extérieur de
[0, 2] et qui vaut 1 en t = 1 1 point
G(p) =

∫ 1

0

te−ptdt +

∫ 2

1

(2 − t)e−ptdt =
1

p
(1 − e−p)2 ene�e
tuant une intégration par parties 1 pointII. 4 points.Cal
uler les transformées de Lapla
e des fon
tionssuivantes :1◦. tH(t) ⇒ F (p) =

1

p2En dérivant −1/p par rapport à p 1 point2◦. te−tH(t) ⇒ F (p) =
1

(p + 1)2En utilisant les propriétés de la transfo 1 point3◦. t cos(t)H(t) ⇒ F (p) =
p2 − 1

(p2 + 1)2la transfo de cos tH(t) est G(p) = p/(p2 + 1) ; ainsi,
F (p) = −G′(p) 1 point4◦. e−2t cos(3t)H(t) ⇒ F (p) =

p + 2

(p + 2)2 + 9En utilisant le tableau des transfos usuelles 1 pointIII. 5 points.Cal
uler les originaux des fon
tions suivantes :1◦. F (p) =
1

(p + 3)(p + 1)
=

1

2

(

1

p + 1
−

1

p + 3

)

⇒ f(t) =
1

2
(e−t − e−3t)H(t) 1 point2◦. F (p) =

2p + 1

p2 − 4p − 5
=

1

6

1

p + 1
+

11

6

1

p − 5

⇒ f(t) =
1

6
(e−t + 11e5t)H(t) 1 point3◦.

F (p) =
1

p2 + p + 1
=

1

(p + 1/2)2 + 3/4
=

2
√

3

√
3/2

(p + 1/2)2 + 3/4

⇒ f(t) =
2
√

3

3
sin(

√
3

2
t)e−t/2H(t)Déjà fait en td... 2 pointsIV. 6 points.Résoudre les équations di�érentielles suivantes par laméthode de Lapla
e :1◦. {

y′(t) − y(t) = e−tH(t)
y(0) = 0En passant à la transformée de Lapla
e dans les deuxmembres, il vient :

pY − p =
1

p + 1
⇒ Y =

1

2
(

1

p − 1
−

1

p + 1
)1 point

⇒ y(t) =
1

2
(et − e−t)H(t) = sinh(t)H(t) 1 point2◦. {

y′′(t) + y′(t) = sin(t)H(t)
y(0) = 1; y′(0) = 0

p2Y − p + pY − 1 =
1

p2 + 1
⇒ Y (p) =

1 + (p + 1)(p2 + 1)

p(p + 1)(p2 + 1)1 point
=

2

p
−

1

2

1

p + 1
−

1

2

p + 1

p2 + 1En outre, p + 1

p2 + 1
=

p

p2 + 1
+

1

p2 + 1
2 points

⇒ f(t) = (2 −
1

2
e−t −

1

2
(cos t + sin t))H(t) 1 pointV. 2 points.On 
onsidère une 
ellule RC d'entrée x(t) et de sortie

y(t), deux fon
tions 
ausales. On admet qu'elle estpilotée par l'équation di�érentielle
RCy′(t) + y(t) = x(t)1◦. Soit Y (p) la transformée de Lapla
e de y(t) et X(p)
elle de x(t). Exprimer Y en fon
tion de X .

RC(pY − y(0)) + pY = X et 
omme y est 
ausale,
y(0) = 0

⇒ Y (p) =
X(p)

RCp + 1
1 point2◦. Déterminer y(t) si x(t) = δ(t), masse de Dira
 en 0.En 
e 
as, X(p) = 1 et y(t) est l'original de 1

RCp + 1
,
ad y(t) =

1

RC
e−t/(RC)H(t) 1 point


