
MATHEMATIQUES CR N◦4R&T Saint-Malo - 2nde année par apprentissage2007/2008 - Durée : 1hDo
uments autorisés : une feuille A4 manus
rite re
to/verso.Les exer
i
es sont indépendants. Le barème est indi
atif et sansengagement.La notation tiendra 
ompte de la présentation et de la qualité de laréda
tion.I. 4 points.Déterminer le domaine de dé�nition des fon
tions
i-dessous et 
al
uler leurs dérivées partielles par rapportà 
haque variable.1◦. f : R
3 −→ R / (x, y, z) 7→ f(x, y, z) = x2 + y2 + z2La fon
tion est dé�nie sur R

2

∂f

∂x
= 2x, ∂f

∂y
= 2y et ∂f

∂z
= 2z 1.5 points2◦. f : R

2 −→ R / (x, y) 7→ f(x, y) =
x

x + yLa fon
tion est dé�nie sur R
2/{(x, y)/ x 6= y}

∂f

∂x
=

y

(x + y)2
et ∂f

∂y
= −

x

(x + y)2
1.5 points3◦. f : R

2 −→ R
2/ (x, y) 7→ f(x, y) =

(

ex+y

ex−y

)La fon
tion est dé�nie sur R
2

∂f

∂x
=

(

ex+y

ex−y

) et ∂f

∂y
=

(

ex+y

−ex−y

) 1 pointII. 8 points.Déterminer les points 
ritiques des fon
tions 
i-dessous eten déduire, en justi�ant et en rédigeant, les maxima etles minima lo
aux de f(x, y).1◦. f(x, y) = x2 + y2 + xy

∂f

∂x
= 2x − y et ∂f

∂y
= 2y − xLe seul point où les deux dérivées partielles s'annulentsimultanément est (0, 0), qui est don
 le seul point
ritique de la fon
tion. La matri
e hessienne est don


H =

(

2 −1
−1 2

)Cette matri
e est symétrique don
 diagonalisable et sesvaleurs propres sont (après 
al
uls) 1 et 3. Par suite,
(0, 0) est un minimum 3 points
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2◦. f(x, y) = 3xy − x3 − y3

∂f

∂x
= 3y − 3x2 et ∂f

∂y
= 3x − 3y2Ces deux fon
tions sont nulles si y = x2 et x = y2 
ad

y = y4 ie y(y3 − 1) = 0Ainsi, y = 0 ou y = 1. Les deux points 
ritiques de lafon
tion sont (0, 0) et (1, 1) 1 pointLes dérivées partielles se
onde sont :
∂2f

∂x2
= −6x, ∂2f

∂x∂y
= −6y et ∂2f

∂y2
= 3 et la matri
ehessienne de f en (x, y) est don
 :

H =

(

−6x 3
3 −6y

) 1 point
• Au point (0, 0) 
ette matri
e est H =

(

0 3
3 0

) dontles valeurs propres sont 3 et −3. Puisque 
es valeurs sontde signes 
ontraires, il ne s'agit pas d'un extremum maisd'un point selle 1.5 points
• Au point (1, 1) 
ette matri
e est H =

(

−6 3
3 −6

)Le polyn�me 
ara
téristique est
P (x) = (−6 − x)2 − 9 = (3 + x)(9 + x) dont les ra
inessont −9 et −3. Puisque 
es valeurs sont négatives, ils'agit d'un maximum lo
al 1.5 points
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III. 8 points.On 
onsidère une onde transverse éle
trique qui sepropage dans le vide. Cette onde 
rée un 
hampéle
trique en M(x, y, z) qui est dé�ni par la fon
tionsuivante :
E : R

3 −→ R
3 / (x, y, z) −→ E(x, y, z) =





0
φ(z) cos(ωt − kx)

0



1◦. Expression du 
hamp magnétique B(x, y, z) au point
M(x, y, z).On obtient B(x, y, z) =





1

ω
φ′(z) sin(wt − kx)

0
− k

ω
φ(z) cos(ωt − kx)



2 points2◦. Véri�er les deux équations de Maxwell divE = 0 etdivB = 0Le 
al
ul donne bien 0 2 points3◦. rot(rot E) = rot(−
∂B

∂t

)

= −
∂

∂t
(rot B)

= −
∂

∂t

(

1

c2

∂E

∂t

)

=
1

c2

∂2E

∂t2



Ainsi, d'après la relation pré
édente, puisque divE = 0, ilvient ∆E =
1

c2

∂2E

∂t2
2 pointsMême démonstration pour B.4◦. Nous allons e�e
tuer le 
al
ul de rot(rotE) d'une partet 
elui de grad(div E) − ∆E d'autre part et 
onstaterque 
es deux ve
teurs sont identiques. Pour 
ela, il su�tde faire le 
al
ul sur une seule 
oordonnée. En e�et, parpermutation 
ir
ulaire on obtiendra le résultat sur lesdeux autres 
oordonnées.La première 
oordonnée de rot(rotE) est

∂2E2

∂x∂y
+

∂2E3

∂x∂y
−

∂2E1

∂y2
−

∂2E1

∂z2
.La première 
oordonnée de grad(div E) − ∆E est lamême. On en déduit le résultat demandé 2 points


