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uments autorisés : une feuille A4 manus
rite re
to/verso.Cal
ulatri
es interdites. Les exer
i
es sont indépendants. Lebarème est indi
atif et sans engagement.L'exer
i
e VI est plus di�
ile ; il est 
onseillé de le traiter endernier.I. 2 points.Résoudre dans R puis dans ] − π, π] cos(2x − π

3
) = sin x

⇐⇒ cos(2x − π/3) = cos(π/2 − x)

⇐⇒
{

2x − π/3 = π/2 − x + 2kπ
2x − π/3 = −π/2 + x + 2kπ

⇐⇒
{

x = 5π/18 + 2kπ/3
x = −π/6 + 2kπ

1 pointLes solutions dans ] − π, π] sont alors
S = {5π

18
,
17π

18
,−7π

18
,−π

6
} 1 pointII. 2 points.Mettre sous forme algébrique :1◦. i(2 + i)2 = −4 + 3i 1 point2◦. 13

3 − 2i
− 2

1 + i
= 3 + 2i − 1 + i = 2 + 3i 1 pointIII. 1 pointRésoudre dans C l'équation z̄ = 2z + 1 − iOn pose z = a + ib. L'équation est équivalente à

a − ib = 2a + 2ib + 1 − i ⇐⇒ a = −1; b = 1/3
S = {−1 + i/3}IV. 4 points.Déterminer le module et l'argument des 
omplexessuivants :1◦. −2 − 2i = 2

√
2e−3iπ/4 1 point2◦. (1 + i

1 − i

)2008

=

( √
2eiπ/4

√
2e−iπ/4

)2008

=
(

eiπ/2
)2008

= e502×2iπ = 1 1.5 points3◦. ( 1 + i
√

3√
6 − i

√
2

)4

=

(

2eiπ/3

2
√

2e−iπ/6

)4

=

(√
2

2
eiπ/2

)4

=
1

4
1.5 pointsV. 4 points.Résoudre dans C les équations :1◦. iz2 + (1 − 4i)z − 1 + 3i = 0

∆ = (1 − 4i)2 + 4(1 − 3i)i = −3 − 4i 0.5 pointOn 
her
he l'une des ra
ines 
arrées de ∆. Posons
δ = α + iβ. De δ2 = ∆ on a :
α2 − β2 = −3, αβ = −2 et α2 + β2 = 5

Ainsi, α = ±1 et β = ±2. Par ailleurs, α et β sont designes 
ontraires, don
 : δ = 1 − 2i et δ′ = −1 + 2i sontles deux ra
ines 
arrées re
her
hées 1 pointOn en déduit les ra
ines (−b ± δ)/2a : S = {3 + i; 1}0.5 point2◦. 1

2
z2 − (1 + i)z + 3i = 0

∆ = (1 + i)2 − 4 × 3i/2 = 2i − 6i = −4i 0.5 pointOn voit fa
ilement que ∆ = (2e−iπ/4)2 et l'on a don

δ =

√
2(1 − i) 1 pointAinsi, les solutions sont

S = {(1 +
√

2) + i(1 −
√

2); (1 −
√

2) + i(1 +
√

2)}0.5 pointVI. 2 pointsSoit θ ∈] − π, π] et n ∈ N. On pose
z = (1 + cos θ + i sin θ)nDéterminer le module et l'argument de z en fon
tion de
n et θ.L'idée est de mettre l'expression dans la parenthèse sousforme exponentielle. Il faut don
 modi�er l'expressionpour obtenir quelque 
hose de la forme cos • + i sin • etpour 
e faire, il faut faire disparaitre le 1 : On doitutiliser les formules de dupli
ation de cos et sin.
z = (1 + cos θ + i sin θ)n = (2 cos2

θ

2
+ 2i cos

θ

2
sin

θ

2
)n

=

(

2 cos
θ

2

)n

× einθ/2 Comme θ ∈] − π, π],
θ/2 ∈] − π/2, π/2] et don
 cos(θ/2) > 0. Par suite,
|z| =

(

2 cos
θ

2

)n et arg z =
nθ

2VII. 6 points.Déterminer, en justi�ant, les limites suivantes :1◦.
lim
x→2

x − 2

x2 − 6x + 8
= lim

x→2

x − 2

(x − 2)(x − 4)
= lim

x→2

1

x − 4
= −1/20.5 point2◦.

lim
x→4

x − 2

x2 − 6x + 8
= lim

x→4

x − 2

(x − 2)(x − 4)
= lim

x→4

1

x − 4
= ±∞En 4+ la fon
tion tend vers +∞.En 4− la fon
tion tend vers −∞.0.5 point3◦. lim

x→−∞

(3x4 − 2x + 1) = lim
x→−∞

3x4 = +∞ 0.5 point4◦. lim
x→0

(1 + x)1/x = lim
x→0

eln(1+x)/xC'est une forme indéterminée de type 1∞. Pourdéterminer la limite de ln(1 + x)/x, on applique la règlede l'Hospital ; 
ette expression a alors la même limite que
1

1 + x
qui tend vers 1 en 0. La limite re
her
hée vautdon
 e et 
ette question vous rapporte 1 point5◦.

lim
x→+∞

x − 2√
x + 1 −

√
2x − 1

= lim
x→+∞

(x − 2)(
√

x + 1 +
√

2x − 1)

x + 1 − 2x + 1

= −∞ 1 point



6◦. lim
x→+∞

√
x sin(

1

x
)Si l'on utilise le théorème des gendarmes, nous avonsl'inégalité −

√
x ≤

√
x sin(

1

x
)| ≤

√
x qui ne permet pas de
on
lure 
ar le membre de gau
he tend vers −∞ et 
eluide droite vers +∞. C'est don
 la règle de l'Hospital qu'ilfaut utiliser une nouvelle fois :

= lim
x→+∞

sin( 1
x)

1/
√

x
= lim

x→+∞

(−1/x2) cos( 1
x )

− 1
2x−3/2

= 0 1 point7◦. lim
x→+∞

x(e1/x − 1 − 1

x
) = lim

x→+∞

e1/x − 1 − 1
x

1/xOn peut alors utiliser le théorème de l'Hospital :
lim

x→+∞

(−1/x2)e1/x + 1/x2

−1/x2
= lim

x→+∞

1 − e1/x

1
= 01.5 points


