
MATHEMATIQUES DS N◦2 - CorrigéR&T Saint-Malo - 1ère année - 2006/2007 - Durée : 2hDouments autorisés : une feuille A4 manusrite reto/verso.Calulatries interdites.Les exeries sont indépendants. Le barème est indiatif et sansengagement.I. 4 points.On onsidère le polyn�me
P (x) = 6x4 − 5x3 + 7x2 − 5x + 11◦. Démontrer que P (x) est divisible par x2 + 1En e�etuant la division eulidienne, on trouve
P (x) = (x2 + 1)(6x2 − 5x + 1) (2 points).2◦. En déduire les raines réelles de l'équation P (x) = 0Les solutions de l'équation 6x2 − 5x + 1 = 0 sont 1/2 et
1/3 (1 point). Les raines de P (x) = 0 sont don 1/2 et
1/3 puisque x2 + 1 est irrédutible sur R (1 point).II. 10 points.Déomposer en éléments simples :1◦. 1

(x + 1)(x − 2)
=

1

3

(

1

x − 2
− 1

x + 1

)Le alul des onstantes se fait ave le théorème desrésidus (2 points).2◦. x3 + 1

x2(x2 + 1)
=

α

x
+

β

x2
+

γx + δ

x2 + 1En multipliant les deux membres par x et en faisanttendre x vers l'in�ni on obtient α = 1− γ. En multipliantpar x2 + 1 puis en posant x = i, on obtient γ = 1, δ = −1et α = 0. En�n, en remplaçant x par 1, on obtient β = 1.D'où :
F (x) =

1

x2
+

x − 1

x2 + 1
(2,5 points).3◦. 4x2

(x − 1)2(x + 1)
=

α

x − 1
+

β

(x − 1)2
+

γ

x + 1

γ = 1 omme résidu de p�le simple, α = 3 en ×x et enprenant la limite en l'∞. En�n, β = 2 en × par (x − 1)2et en posant x = 1. D'où :
F (x) =

1

x + 1
+

3

x − 1
+

2

(x − 1)2
(2,5 points).4◦. F (x) =

x3 − 2x2 − 2x + 2

x2 − 3x + 2
possède une partie entière.En e�etuant la division eulidienne, on trouve

F (x) =
−x

(x − 1)(x − 2)Cette seonde fration possède deux p�les simples. Par lethéorème des résidus, on a
F (x) = x + 1 +

1

x − 1
− 2

x − 2
(3 points).III. 6 points.1◦. E�etuer la division suivant les puissanes roissantesde A(x) = x + 1 par B(x) = x2 + 1 à l'ordre k = 2.On trouve Q(x) = 1 + x − x2 et R(x) = −x3 + x4. Ainsi,

A(x)

B(x)
= (1 + x − x2) +

−x3 + x4

x2 + 1
(2 points).2◦. Déomposer en éléments simples la fration

F (x) =
x + 1

x3(x2 + 1)

F (x) =
A(x)

x3B(x)
= − 1

x
+

1

x2
+

1

x3
+

x − 1

x2 + 1
. On obtientainsi toute la déomposition à partir du résultat de laquestion 1◦ (2 points).3◦. Soit G(x) =

x − 1

(x − 2)3(x2 − 4x + 5)Démontrer que G(x) = F (x − 2) et en déduire ladéomposition en éléments simples de G(x)La véri�ation est évidente : en remplaçant x par x − 2dans F (x) on obtient l'expression de G(x). On en déduitalors la déomposition à partir de elle de F (x) :
G(x) =

−1

x − 2
+

1

(x − 2)2
+

1

(x − 2)3
+

x − 3

x2 − 4x + 5(2 points).IV. 21 points.E�etuer l'étude omplète des fontions :1◦. f(x) =
x3 − 1

x2
= x − 1

x2

f(x) est dé�nie si x 6= 0 (1pt). f ′(x) =
x3 + 2

x3
(1pt).

f ′(x) > 0 ssi x ∈] −∞,− 3
√

2[∪]0, +∞[ (1pt).
f ′′(x) = − 6

x4
et la fontion f est don onave (2pts).En�n, l'expression de départ donne immédiatement

y = x omme asymptote oblique en ±∞. Par ailleurs,
lim
x→0

f(x) = −∞ et don (Oy) est asymptote vertiale à laourbe (1pt).Voii la ourbe (1pt) :
x
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-22◦. g(x) = x + ln(x2 − 1)La fontion est dé�nie si x2 > 1 ad si
x ∈] −∞,−1[∪]1, +∞[ (1pt). g′(x) =

x2 + 2x − 1

x2 − 1
(1pt).Pour déterminer son signe, il faut faire un tableau designe ; on trouve alors que g(x) est roissante sur

] −∞,−1 −
√

2]∪]1, +∞] (1pt). lim
x→+∞

g(x) = +∞,
lim

x→−∞
g(x) = −∞, lim

x→−1−
g(x) = −∞ et

lim
x→−1+

g(x) = −∞ (1pt). g′′(x) = −2
x2 + 1

(x2 − 1)2
< 0 et lafontion est don onave (1pt). Par ailleurs,

lim
x→+∞

g(x)/x = 1 et lim
x→+∞

(g(x) − x) = +∞ ; ansi, y = xest une diretion asymptotique pour g(x) en ±∞ (ladémo est la même en −∞) (1pt). Voii la ourbe (1pt) :
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3◦. h(x) = xe1/xLa fontion a déjà été étudiée en TD ! ! Elle est dé�niesur R
∗ (1pt). On a h′(x) =

x − 1

x
e1/x (1pt) et

h′′(x) =
1

x3
e1/x (1pt). h′(x) < 0 ssi x ∈]0, 1[ (en faisantun tableau de signe !) (1pt) et h′′(x) > 0 si x > 0 auquelas h(x) est onvexe. lim

x→±∞
h(x) = ±∞, lim

x→0−
h(x) = 0(roissane omparée exponentielles et puissanes),

lim
x→0+

h(x) = +∞ (1pt), lim
x→+∞

h(x)/x = 1 et
lim

x→+∞
(h(x) − x) = lim

x→+∞
x(e1/x − 1) = 1 (théorème del'Hopital ou bien équivalents). Ainsi, y = x + 1 estasymptote oblique en ±∞ (même démo en −∞). Demême la limite en 0 montre l'existene d'une asymptotevertiale en 0 (1pt). Voii la ourbe (1pt) :
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