
MATHEMATIQUES DS N◦2 - CORRIGER&T Saint-Malo - 2nde année - 2006/2007 - Durée : 2hI. 1 point.Un ode seret ontient 8 aratères hoisis parmi les 128du ode asii. Parmi es aratères se trouvent deux %mais on ne sait pas où. Combien existe-t-il de odes ?Les 6 aratères se hoisissent de 1276 façons. La plaedes deux % se hoisit de C2
8 façons, soit au total :

C2
8 × 1276 1 pointII. 5 points.1◦. D'après l'énoné, on diretement :

P(N/U1) = 1/4, P(N/U2) = 1/2

P(B/U1) = 3/4, P(B/U2) = 1/2 1 point2◦. D'après la formule des probas totales :
P(N) = P(N/U1)P(U1) + P(N/U2)P(U2)

= 1/4 × 1/3 + 1/2 × 2/3 = 5/12 1 pointD'après la formule de Bayses,
P(U1/N) =

P(N/U1)P(U1)

P(N)
=

1/4 × 1/3

5/12
=

1

51 point3◦. Les évènements N et U1 sont-ils indépendants ?disjoints ?
P(N/U1) 6= P(N) ils ne sont don pas indépendants.
P(N ∩ U1) 6= 0 ils ne sont don pas disjoints. 1 point4◦. Par indépendane des tirages, X suit une loigéométrique de paramètre p = 5/12. Ainsi, E[X ] = 12/5,
P[X = 1] = p = 5

12
et P[X = 2] = q × p = 7

12
× 5

12
= 35

1441 pointIII. 4 points.1◦. Déterminer les lois marginales de X et Y , ainsi queleur espérane et leur variane.
P[X = 0] = 1/3, P[X = 1] = 2/3, E[X ] = 2/3,
E[X2] = 2/3 et var(X) = 2/9Idem pour Y qui a la même loi 1 point2◦. Déterminer la ovariane ov(X, Y ). X et Y sont-ellesindépendantes ?
E[XY ] = 1/3 don ov(X, Y ) = 1/3 − (2/3)2 = −1/9 6= 0et par suite X et Y ne sont pas indépendantes 1 point3◦. Déterminer la loi du ouple (S, T ) sous la forme d'untableau, puis elle des lois marginales de S et T .

S\T 0 1 TOT
0 2/3 0 2/3
1 0 1/3 1/3TOT 2/3 1/3 1Pour onstruire rapidement le tableau, il su�t deonstater que P[S = 0, T = 0] = P[X = 1, Y = 1]. Lereste du tableau s'en déduit failement 1 point4◦. S et T sont-elles indépendantes ?

P[S = 0, T = 0] 6= P[S = 0] × P[T = 0] et par suite S et Tne sont pas indépendantes. 1 pointIV. 4 points.1◦. Démontrer que H(X) ≥ 0

0 < P[X = xk] ≤ 1 ⇒ − log P[X = xk] > 0 don
H(X) ≥ 0 1 point2◦. Caluler H(X) si X suit une loi équiprobable sur
{1, 2, ..., n}

H(X) = −
n

∑

k=1

1

n
log

1

n
=

1

n
n logn = log2 n 1 point3◦. H(X) = −q log q − p log p 1 point4◦. H(X) = −1

2
log

1

2
− 1

2
log

1

2
= log2 2 = 1 1 pointV. 6 points.1◦. Quelle est la loi de X ? Caluler E[X ] et var(X).

X suit une loi binomiale de paramètres n et p : nombrede suès au ours de n expérienes de Bernoulliindépendantes, la proba de haque suès étant égale à p.On a alors, d'après le ours, E[X ] = np = 20 etvar(X) = npq ≃ 20 1 point2◦. Caluler P[X ≥ 15], P[18 ≤ X ≤ 22].On ne peut pas faire le alul diretement, mais enappliquant le théorème de la limite entrale (npq ≥ 18)on peut approher la loi de X par une loi normale deparamètre m = 20 et σ =
√

20. Si Z est une loi normaleentrée réduite, on a alors Z = (X − 20)/(2
√

5). Ainsi,
P[X ≥ 15] = P[Z ≥ (15 − 20)/(2

√
5)] = P[Z ≥ −1.12]

= P[Z ≤ 1.12] ≃ 0.87 d'après la table de la loi normale.1 point
P[18 ≤ X ≤ 22] = P[−1/

√
5 ≤ Z ≤ 1/

√
5]

= P[−0.45 ≤ Z ≤ 0.45] = 2Π(0.45) − 1 ≃ 0.34 1 point3◦. On améliore la transmission a�n d'obtenir p = 10−7.Caluler P[X = 0], P[X = 1] et P[X > 1].Cette fois-i, on peut appliquer la loi des évènementsrares ar n ≥ 50 et np = 1 < 5. On pose λ = np = 1 et onapprohe la loi de X par une loi de Poisson de paramètre
λ.
P[X = 0] ≃ e−λ = 1/e
P[X = 1] ≃ λe−λ = 1/e

P[X = 4] ≃ e−λ/4! ≃ 0.015 1 point4◦. f(x) est lairement positive et ontinue parmoreaux. De plus, f(x) =

∫ +∞

0
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∞
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= 1 1 pointDe plus P[Y > 1] =
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∞
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)1 point


