
MATHEMATIQUES DS N◦2 - CORRIGER&T Saint-Malo - 2nde année - 2007/2008 - Durée : 2hDouments autorisés : une feuille A4 manusrite reto/verso.Les exeries sont indépendants. Le barème est indiatif et sansengagement.I. 4 points.1◦. Mon numéro de arte banaire est 8863, mais leshi�res sont donnés dans le désordre. Combiendevrez-vous tester de odes di�érents ?
4!/2 = 12 1 point2◦. Un message de 8 bits ontient deux erreurs. Combienexiste-t-il de positions possibles pour es deux erreurs ?
C2

8 = 28 0.5 point3◦. La lef serète de l'algorithme DES ontient 56 bits.Un pirate essaie de trouver le ode. Combien devra-t-ile�etuer d'essais ?
256 0.5 point4◦. Les pannes d'un appareil életronique sont visualiséesà l'aide d'un tableau de 8 leds numérotées de 1 à 8. Enfontion de la nature de la panne, une ou plusieurs ledss'allument. Combien e tableau peut-il répertorier depannes ? Combien de pannes existe-t-il ave moins detrois leds allumées ?Un groupe de leds allumées orrespond à un sousensemble. Au total, on a don 28 − 1 = 255 pannes quel'on peut répertorier, ar le as où auune led n'estallumée orrespond à une absene de panne. Autre façonde répondre : haque led a deux états possibles (alluméeou éteinte). Il y a 2 × 2 × 2... × 2

︸ ︷︷ ︸

8×

états. 0.5 pointIl y a ∑2
k=1 Ck

8 = 8 + 28 = 36 façons d'en avoir moins de
3. Il faut utiliser des ombinaisons ar on s'intéresseuniquement à la plae des leds allumées parmi les 8 leds.0.5 pointII. 3 points.On onsidère un dé normal et deux urnes A et B. Aontient 2 boules noires et 4 vertes et B ontient 3 noireset 3 vertes. On lane le dé : Si l'on fait 1, 2, 3 ou 4, on tireune boule dans A, sinon on la tire dans B. On onsidèreles évènements suivants :A= �On a tiré une boule dans l'urne A� (idem pour B).N= �On a tiré une boule noire� (idem pour V).1◦. Déterminer P(A) et P(N/A).Par leture direte de l'énoné, P(A) = 4/6 = 2/3 et
P(N/A) = 2/6 = 1/3 0.5 point2◦. Déterminer en justi�ant P(N) et P(B/N)La formule des probas totales donne
P(N) = P(N/A)P(A) + P(N/B)P(B) =

(1/3)(2/3) + (1/3)(1/2) = 7/18 1 pointEn�n, la formule de Bayes donne

P(N/A) =
P(A/N)P(N)

P(A/N)P(N) + P(A/V )P(V )

=
1/6

7/18
=

3

7
1 point3◦. Les évènements N et B sont-ils indépendants ?Pourquoi ? Sont-ils disjoints ? Pourquoi ?Non ar P(B) = 1/3 6= P(B/N).Non ar

P(B ∩ N) = P(N/B)P(B) = (1/2) × (1/3) = 1/6 6= 0.0.5 pointIII. 3 points.On onsidère la fontion F donnée par la ourbereprésentative i-dessous.Soit X la variable aléatoire de fontion de répartition F .
0
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1

−1 1

1/21◦. Déterminer la loi de X , E[X ], var(X) et σ(X).
k −1 0 1

P[X = k] 1/2 1/4 1/4
0.5 point

E[X ] = −1/2 + 1/4 = −1/4 0.5 point
E[X2] = 1/2 + 1/4 = 3/4 0.5 point
var(X) = 3/4 − 1/16 = 11/16 0.5 point
σ(X) =

√
11/4 0.5 point2◦. Caluler P[X ≤ 1/2] = 3/4 0.5 pointIV. 4 points.On onsidère le ouple de variables aléatoires (X, Y ) dontla loi onjointe est donnée par le tableau i-dessous :

X\Y −1 1 TOT
−1 1/4 0 1/4
0 1/4 1/4 1/2
1 0 1/4 1/4TOT 1/2 1/2 1On pose également S = 1/Y et T = X21◦. Déterminer les lois marginales de X et Y , ainsi queleur espérane et leur variane.

k −1 0 1
P[X = k] 1/4 1/2 1/4

k −1 1
P[Y = k] 1/2 1/2

0.5 point
E[X ] = 0, E[X2] = 1/2, var(X) = 1/2, σ(X) =

√
2/2

E[Y ] = 0, E[Y 2] = 1, var(Y ) = 1, σ(Y ) = 1 1 point2◦. Déterminer la ovariane ov(X, Y ). X et Y sont-ellesindépendantes ?
E[XY ] = 1/4 + 1/4 = 1/2 et donov(X, Y ) = 1/2 − 0 = 1/2 et l'on en déduit que esvariables ne sont don pas indépendantes. 1 point3◦.4◦. Déterminer la loi du ouple (S, T ) sous la forme



d'un tableau, puis elle des lois marginales de S et T .
X Y 1S T P

−1 −1 −1 1 1/4
0 −1 −1 0 1/4
1 −1 −1 1 0
−1 1 1 1 0
0 1 1 0 1/4
1 1 1 1 1/4Au vu des deux 0 qui apparaissent dans le tableau, ons'aperçoit que le ouple (S, T ) ne prend que 4 ouples devaleurs distintes. Ainsi, sa loi onjointe est donnée par letableau i-dessous :
S\T 0 1 TOT
−1 1/4 1/4 1/2
1 1/4 1/4 1/2TOT 1/2 1/2 1

1 pointOn onstate alors que es deux lois sont de Bernoulli deparamètre 1/2 et sont lairement indépendantes0.5 pointV. 3 points.On onsidère un stok de résistanes indépendantes dontla valeur nominale, en ohms, suit une loi normale deparamètres m = 100 et σ = 5.1◦. Posons Z = (R − 100)/5, la variable entrée réduiteassoiée à R.
P[95 ≤ R ≤ 105] = P[−1 ≤ R ≤ 1] = 2π(1) − 1 ≃ 0, 680.5 point
P[99, 9 ≤ R ≤ 100, 1] = P[−0, 02 ≤ R ≤ 0, 02]

= 2π(0, 02)− 1 ≃ 0, 016 0.5 point2◦. On dit qu'une résistane est onforme si sa valeur nes'éarte pas de plus de 0, 1% de la moyenne. On onsidèreun lot de 100 résistanes et l'on note X le nombre derésistanes non onformes dans e lot. Quelle est la loi de
X ? Quel est le nombre moyen de résistanes nononformes dans e lot ?
X suit une loi binomiale omme nombre de suès dansune suession de n expérienes de Bernoulliindépendantes. Les paramètres de la loi sont n = 100 et
p = 0, 016 1 pointPar ailleurs, E[X ] = np = 1, 6 0.5 point3◦. Par quelle loi peut-on approher la loi de X ? En eas, aluler P[X ≤ 2]D'après la loi des évènements rares, que l'on peutappliquer ar np = 1, 6 ≤ 5, on peut approher la loi de
X par une loi de Poisson de paramètre λ = 1, 6On a alors P[X ≤ 2] = e−λ(1 + λ + λ2/2) ≃ 0, 781 pointVI. 5 points.La loi de Pareto est une loi ontinue qui a été introduitepar un éonomiste italien en 1875. Initialement, ellemesurait la répartion des revenus dans un pays et apermis de onstater que 80% des rihesses étaientdétenues pas 20% de la population. de nos jours, ette loiest utilisée dans beauoup de domaines : elle modélise lepouvoir d'ahat des ménages ('est à la mode), ellepermet le alul de l'indie de visibilité d'un site sur leweb (20% des sites onentrent 80% des pages explorées)

ou modélise également le tra� de données sur internet :
20% des �hiers onsomment 80% de la bande passante,elle permet également d'évaluer les performanes desrouteurs, et.La densité d'une loi de Pareto d'indie 2 est donnée par

f(x) =
2θ2

x3
1[θ,+∞[(x)Où θ représente le revenu minimum de la population.1◦. Démontrer qu'il s'agit bien d'une densité deprobabilité.La fontion f(x) est positive, ontinue par moreaux et

∫ +∞

θ

2θ2

x3
dx = 2θ2

(

−1

2
x−2

)+∞

θ

= 1 1 point2◦. Soit X une variable aléatoire suivant une loi dePareto de paramètre θ. Caluler E[X ] et var(X)

E[X ] = 2θ2

∫ +∞

θ

dx

x2
= 2θ 0.5 point

E[X2] = 2θ2

∫ +∞

θ

dx

x
= +∞ et l'intégrale diverge. Parsuite, X n'admet pas de variane 0.5 point3◦. P[X ≥ 2θ] =

∫ +∞

2θ

f(x)dx = 1/4 0.5 point4◦. Démontrer que la fontion de répartition de X estdonnée par la fontion
F (s) =

{
0 si s < θ
1 − (θ/s)2 sinonEn déduire que la variable aléatoire Y = ln(X/θ) suitune loi exponentielle dont on préisera le paramètre.En dérivant la fontion F (s), on trouve failementl'expression de f(s) 0.5 point .La dernière question est un peu plus di�ile :Soit G la fontion de répartition de Y .On a G(s) = P[Y ≤ s] = P[ln(X/θ) ≤ s]ette fontion est nulle si s ≤ 0 ar X ≥ θ ⇒ Y ≥ 0 et si

s > 0,
G(s) = P[X ≤ θes] = 1 − e−2sEn dérivant, on retrouve bien 2e−2s1[0,+∞[(s) 1 pointqui est une loi exponentielle de paramètre λ = 2.


