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Documents autorisés : une feuille A4 manuscrite recto/verso.
Les exercices sont indépendants. Le baréeme est indicatif et sans
engagement.

I. 2 points.

Soit f(z,y) = In(z* +y*)
1°. Déterminer le domaine de définition de f(x,y).

f(x,y) existe ssi 22 + y2 > 0 de sorte que seul O(0,0) est

exclu du domaine de définition | 0.5 point

2°. Calculer le gradient le laplacien de f par rapport a x
et y.

La fonction étant symétrique en z et y, on a facilement :

gi 2x o ﬂi 2y

R oy  x2+y?

Of_, i O,

922~ (2 + 42)2 2 (2% +12)2
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On en déduit que gradfm<y>
0*f  9%f -

et Af = 75+ 57 = 0 Lpoint]

I1. 4 points.

Déterminer les extrema des fonctions ci-dessous :

1. flz,y) = 222 + y? — 2wy + 4a

af _ af _
£—4x 2y+4etax—2y 2z

La seconde équation s’annule ssi x = y et la premiére
devient alors 2x 4+ 4 qui s’annule en —2. Le seul point

critique est donc (—2, —2)

En ce point, la matrice hessienne est :

4
H= ( ,
calcul du polynéme caractéristique, 3 + /5

Comme elles sont > 0, le point (—2, —2) est un minimum

strict

-2
9 ) dont les valeurs propres sont, aprés

ITI. 3 points.

1°. On a clairement V(z,y, z) = zyz et
S(z,y,2) = zy + 2yz + 22z | 0.5 point
32
2. V(z,y,2z) =ayz =32 = z=— et donc
Ty
64 64

S = — + — | 0.5 point
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De ces deux équations on tire x = y = 4 qui est le seul
point critique. En ce point, la matrice hessienne est

2 1
H =
Comme elles sont > 0, il s’agit bien d’un minimum et les

dimensions de la boite sont donc x =y =4 et z =2
2 poin]

dont les valeurs propres sont 1 et 3.

IV. 5 points.

On considére I’équation aux dérivées partielles :

af  of _
%+a—y*2f(*)

pour une fonction f(z,y) de classe C? sur R2. On pose

. u=x+y _
également { vz —y et g(u,v) = f(x,y)
. . of , of . dg  Og
1°. Exprimer I et By en fonction de 9 et 90
of _9g0u  9g0v _ 0y  Og
dr Oudx Ovdr Ou Ov
De méme, 2 — 090w 090v._ g 0y
"0y Oudy Ovdy Ou Ov

Ainsi ﬁ ﬁ* @

"ox Oy < Ou

2°. En déduire que f(z,y) est solution de (x) si et

. 0g
seulement si = =g
ou

0
D’aprés ce qui précede, 8_g = g(u,v)
u

3°. En intégrant cette équation, en déduire les solutions

de (%)

On obtient ¢'(u)/g(u) =1 <= Ing(u) = u + cte(v)
= g(u) = K(v)e" < f(z,y) =K@ —y)e"

oil K est une fonction quelconque de classe C' sur R

V. 6 points.

Calculer les intégrales ci-dessous :



1 I:// sinz dzdy avec
D
D={(z,y)/ 2>0;y>0; z2+y <7}

Le domaine d’intégration est le triangle de sommet
(0,0), (m,0), (0, )

/ smx/ dydx —/ (m — x) sinzdx Par
0

intégration par parties, il vient :
™

I:[f(ﬂf:c)cos:c]wf/ cos xdx = 7 | 2 points
o ),

// da:dy
1422 +y2
avec D = {(z,y) € R?/ 2 +y* < 1; 2> 0; y > 0}

On effectue un changement de variables en coordonnées
polaires :
1

2 rdrdd 1 7 wln2
I= In(1 T _
A / 1+7“2 |: ( +r ):|OX 5 1

3°. Calculer de méme // e*x27y2d:cdy

avec D, = {(z,y) € R?/ 2% + y* < n?}

—+o0
En déduire la valeur de / e~ dx
0

27
1 n
n*/ / edrdO:fi [€_T2} X 2m
0

Par ailleurs,
+o0 “+oo
/ / _xeyda:dy— hm I,=m

Comme [ = (/ e " da:) , on en déduit que
—00

/+oo €_x2dac = ﬁ
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