
MATHEMATIQUES DS N◦2 - CORRIGE -Formation par apprentissageR&T Saint-Malo - 2nde année - 2007/2008 - Durée : 2hDouments autorisés : une feuille A4 manusrite reto/verso.Les exeries sont indépendants. Le barème est indiatif et sansengagement.I. 3 points.1◦. Mon numéro de arte banaire est 6641, mais leshi�res sont donnés dans le désordre. Combiendevrez-vous tester de odes di�érents ?
4!/2 = 12 1 point2◦. Un message de 8 bits ontient deux erreurs. Combienexiste-t-il de positions possibles pour es deux erreurs ?
C2

8 = 28 0.5 point3◦. La lef serète de l'algorithme DES ontient 56 bits.Un pirate essaie de trouver le ode. Combien devra-t-ile�etuer d'essais ?
256 0.5 point4◦. Une urne ontient 5 boules rouges et 3 vertes. On entire 4 simultanément. Combien de tirages ontiendrontexatement 2 rouges et 2 vertes ?
C2

5 × C2
3 = 10 × 3 = 20 1 pointII. 3 points.On onsidère trois urnes U, V, W . L'urne U ontient 4boules : 3 sont notées W et 1 est notée V . L'urne Vontient 2 boules noires et 4 blanhes et l'urne Wontient 2 boules blanhes et 4 noires. On tire une bouledans U ; si elle est notée V on en tire une seonde dans

V , si elle est notée W , on tire la seonde dans W . Ononsidère les évènements suivants :
N On a tiré une boule noire.
B On a tiré une boule blanhe.
V On a hoisi une boule dans l'urne V .
W On a hoisi une boule dans l'urne W .1◦. Par leture direte de l'énoné, on a P(V ) = 1/4,

P(W ) = 3/4, P(N/W ) = 2/3 et P(B/W ) = 1/30.5 point2◦. Caluler P(N) puis P(V/N)D'après la formule des probas totales,
P(N) = P(N/V )P(V ) + P(N/W )P(W )

= (1/3)× (1/4) + (2/3) × (3/4) = 7/12 1 pointD'après la formule de Bayes,
P(V/N) =

P(N/V )P(V )

P(N)
= 1/7 1 point3◦. Les évènements N et B sont-ils indépendants ?disjoints ?

P(N ∩ B) = 0 ils ne sont don pas indépendants. Ils sontpar ontre lairement disjoints 0.5 point

III. 3 points.On onsidère la fontion F donnée par la ourbereprésentative i-dessous.Soit X la variable aléatoire de fontion de répartition F .
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1/21◦. Déterminer la loi de X , E[X ], var(X) et σ(X).
k −1 0 1

P[X = k] 1/2 1/4 1/4
0.5 point

E[X ] = −1/2 + 1/4 = −1/4 0.5 point
E[X2] = 1/2 + 1/4 = 3/4 0.5 point
var(X) = 3/4 − 1/16 = 11/16 0.5 point
σ(X) =

√
11/4 0.5 point2◦. Caluler P[X ≤ 1/2] = 3/4 0.5 pointIV. 4 points.On onsidère le ouple de variables aléatoires (X, Y ) dontla loi onjointe est donnée par le tableau i-dessous :

X\Y −1 1 TOT
−1 1/4 0 1/4
0 1/4 1/4 1/2
1 0 1/4 1/4TOT 1/2 1/2 1On pose également S = 1/Y et T = X21◦. Déterminer les lois marginales de X et Y , ainsi queleur espérane et leur variane.

k −1 0 1
P[X = k] 1/4 1/2 1/4

k −1 1
P[Y = k] 1/2 1/2

0.5 point
E[X ] = 0, E[X2] = 1/2, var(X) = 1/2, σ(X) =

√
2/2

E[Y ] = 0, E[Y 2] = 1, var(Y ) = 1, σ(Y ) = 1 1 point2◦. Déterminer la ovariane ov(X, Y ). X et Y sont-ellesindépendantes ?
E[XY ] = 1/4 + 1/4 = 1/2 et donov(X, Y ) = 1/2 − 0 = 1/2 et l'on en déduit que esvariables ne sont don pas indépendantes. 1 point3◦.4◦. Déterminer la loi du ouple (S, T ) sous la formed'un tableau, puis elle des lois marginales de S et T .

X Y 1S T P

−1 −1 −1 1 1/4
0 −1 −1 0 1/4
1 −1 −1 1 0
−1 1 1 1 0
0 1 1 0 1/4
1 1 1 1 1/4Au vu des deux 0 qui apparaissent dans le tableau, ons'aperçoit que le ouple (S, T ) ne prend que 4 ouples devaleurs distintes. Ainsi, sa loi onjointe est donnée par le



tableau i-dessous :
S\T 0 1 TOT
−1 1/4 1/4 1/2
1 1/4 1/4 1/2TOT 1/2 1/2 1

1 pointOn onstate alors que es deux lois sont de Bernoulli deparamètre 1/2 et sont lairement indépendantes0.5 pointV. 7 points.Des ordinateurs émettent des trames de façon aléatoire etindépendante, sur un même anal de ommuniation. Enas de ollision - si deux trames ou plus sont émisessimultanément - elles-i sont détruites et l'ordinateurtentera de les re-émettre plus tard. On note α laprobabilité qu'un ordinateur émette une trame à uninstant t et n le nombre d'ordinateurs reliés au anal.On note Xt le nombre de trames qui apparaissent à uninstant t sur le anal.1◦. Quel est la loi de Xt ? Justi�er. Quel est le nombremoyen de trames qui apparaissent à t sur le anal ?C'est bien sûr une loi binomiale omme somme devariables aléatoires de Bernoulli indépendantes : le faitqu'un ordinateur émette ou non est une variable deBernoulli de paramètre α et le nombre de tramesreprésente don une somme de variables de Bernoulli. Lesparamètres sont n et α. 0.5 pointLe nombre moyen de trames est l'espérane de la loi :
E[Xt] = nα 0.5 point2◦. Dans ette seule question, on pose n = 100 et
α = 10−2. Par quelle loi peut-on approher la loi de Xt ?Caluler alors P[Xt = 0].
nα = 1 ≤ 5 et n ≥ 50. On est don dans le adre de la loides évènements rares 0.5 point et l'on peut approher laloi Binomiale par une loi de Poisson de paramètre
λ = np = 1. Ainsi, P[Xt = 0] = 1/e 0.5 pointSi C est l'évènement �il y a ollision à t�, aluler P(C).
P(C) = P[Xt ≥ 2] = 1 − P[Xt = 0] − P[Xt = 1] = 1 − 2/e1 point3◦. Lorsqu'une station a déjà essayé d'émettre unmessage sans suès, elle tire à pile ou fae à haqueinstant suivant, selon une loi de Bernoulli de paramètre p�xé (protoole ALOHA). Si elle fait pile, alors elle tenteune nouvelle émission. Notons N le nombre de tentativesnéessaires pour que la station tente une nouvelleémission.Donner l'expression de P[N = k]. Quelle est la loi de N ?Justi�er. Quel est le nombre moyen de tentatives avantque la station ne tente une nouvelle émission ?C'est du ours ! N suit une loi géométrique de paramètre
p. En e�et, N représente l'instant du premier suès dansune suite de piles ou faes indépendants 0.5 point
P[N = k] = (1 − p)k−1p et le nombre moyen d'essais est
E[N ] = 1/p 1 point4◦. A un instant donné, on dispose don de deux groupesde stations : elles qui ont déjà une trame en attente etqui vont essayer ou pas de l'émettre à nouveau, et elles

qui n'ont pas de trames en attente. Dans e seondgroupe, on suppose maintenant que le nombre demessages apparaissant à un instant t sur le anal suit uneloi de Poisson de paramètre λ.Exprimer par une phrase les évènement suivants etaluler leur probabilité en fontion de λ et de p :
[Xt+1 = k − 1/Xt = k]
[Xt+1 = k/Xt = k]
[Xt+1 = k + 1/Xt = k]
[Xt+1 = k + i/Xt = k] ave i ≥ 2.
[A/B] signi�e A sahant B.
[Xt+1 = k − 1/Xt = k] =�Il y avait k messages en attenteà t et il y en a k − 1 à t + 1�. Autrement dit, à l'instant
t + 1 auun nouveau message n'est apparu et parmi lesmessages en attente, seul un a tenté (et don réussi) unenouvelle émission. D'après l'énoné, on a don :
P[Xt+1 = k − 1/Xt = k] = kp(1 − p)k−1e−λ 1 pointDe la même façon, [Xt+1 = k/Xt = k] est l'évènement �ily avait k messages à tenter une émission à t et il en reste
k à t + 1�. Autrement dit, ou bien auun nouveaumessage n'est apparu et au moins deux messages onttenté une nouvelle émission, ou bien un nouveau messageest apparu et l'un des messages en attente a tenté uneémission. Ainsi,
P[Xt+1 = k/Xt = k] = e−λ

(

1 − kp(1 − p)k−1
)

+ λe−λ(1 − p)k1 pointDe la même façon,
P[Xt+1 = k + 1/Xt = k] = λe−λ(1 − qk) et
P[Xt+1 = k + i/Xt = k] = λie−λ/i! 1 point


