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+
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(x − x2 ln(1 +
1

x
))= lim

x→ +∞
(
1

2
− 1

3x
+ o(

1

x
)) =

1

211◦. lim
x→ 0

sin 3x

1 − e2x
= lim
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19◦. lim
x→ +∞

3
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1 + x3 −
√
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24 Etudier les branhes in�nies1◦. 3
√

x2 + 1 + 5x = 8x +
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2x
+ o(

1

x2
) en +∞

3
√

x2 + 1 + 5x = 2x − 3

2x
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1
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) en −∞

∆ : y = 8x est asymptote en +∞ et la ourbe est audessus ar alors 3/2x > 0. ∆′ : y = 2x est asymptote en
−∞ et la ourbe est au-dessus ar −3/2x > 0 si x < 02◦. (1 + x)e

1
x = x + 2 +

3

2x
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1

x
)La ourbe admet une asymptote oblique en ±∞d'équation y = x + 2. La ourbe est au-dessus en +∞ eten dessous en −∞. Voii les ourbes des deux premièresquestions :
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∆ : y = x + 1 est asymptote en +∞ et la ourbe est endessous en +∞ et au dessus en −∞. Elle admet aussiune asymptote vertiale en 04◦. x2 ln
x − 1

x
= −x − 1
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− 1
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2 est asymptote à la ourbe en ±∞.Elle est au dessus en +∞ ar −1/3x < 0 et en dessous en
−∞
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5 Positions relatives de ourbes1◦. sin x = x − x3
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+
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+ o(x6)

arctanx = x − x3

3
+

x5

5
+ o(x6)

argsh x = x − x3

6
+

3x5

40
+ o(x6)Les trois fontions sont impaires ; les positions relativesseront don inversées de part et d'autre de 0.Considérons don x > 0 ; le DL est valable loalementpour une valeur de x su�samment prohe de 0. Alors

arctanx < sin x < argsh x2◦. f(x) = ex = 1 + x +
x2
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+
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+
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+
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+

x3

6
+
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210-1-2-3-46 Equation de tangente1◦. { f(x) = 1−e−x

x si x 6= 0
f(x) = 1 si x = 0

f(x) = 1 − x

2
+

x2

6
+ o(x2) d'où ∆ : y = 1 − x/2 esttangente à la ourbe en 0 et est en-dessous de etteourbe puisque x2/6 > 02◦.{ f(x) = x

ex−e−x
si x 6= 0

f(x) = 1
2 si x = 0

f(x) =
1

2
− x2

12
+ o(x2) d'où ∆ : y = 1/2 est tangente à laourbe en 0. La ourbe est toujours en dessous ar

−x2/12 > 0.3◦. f(x) =
ex

√
x + 1

f(x) = 1 +
x
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3x2

8
− x3

48
+ o(x3)d'où ∆ : y = 1 + x

2 est tangente à la ourbe en x = 0. Laourbe est au-dessus de la tangente ar 3x2/8 > 0
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-47 Etude de ourbes7.1 f(x) = x2 arctan
1

1 + x1◦. Df = R/{−1}2◦. f(x) = x − 1 +
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+ o(
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3◦. ∆ : y = x − 1 est asymptote oblique en ±∞ ; en ∞, laourbe est au dessus et en −∞, la ourbe est en dessous.
f(x) tend vers l'in�ni en ±∞

lim
x→−1−

f(x) = −π

2
et lim

x→−1+
f(x) =

π

2et il n'y a don pas d'asymptote vertiale.4◦. f ′(x) = x × h(x) ave
h(x) =

2x2

x2 + 2x + 2
arctan
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x + 1
arctan
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x + 1
est positifsi et seulement si x > −1(ar arctan est impaire) et la fration 2x2

x2 + 2x + 2
> 0Ainsi, f ′(x) > 0 ⇐⇒ x < −1 ou x > 05◦. Représentation graphique de f :
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1

xOn pose { f(x) = (x + 1)e−
1
x si x 6= 0

f(0) = 01◦. Df = R
∗2◦. f a une limite in�nie à gauhe de 0 ; elle n'est niontinue ni dérivable.3◦. f ′(x) =
x2 + x + 1

x2
e−1/x > 0 et don f est roissante.4◦. On pose u = x − 1 ⇒ f(x) = (u + 2)e
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1+u
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1

e
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2
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e
(x − 1) +
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e
+ o((x − 1)2)

D : y = 3x
e − 1

e est tangente à la ourbe en x = 1Par ontre, nous n'avons pas poussé le DL assez loinpour onnaître sa position par rapport à la ourbe.5◦. f(x) = x − 1
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3x2
+ o(
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)

∆ : y = x est asymptote oblique en ±∞. En +∞, laourbe est en dessous et en −∞ la ourbe est au dessus(en regardant le signe de 1
3x2 )6◦. f ′′(x) =

1 − x

x4
e−1/x x = 1 est don un pointd'in�exion.La question 4◦ permettait aussi de trouver e pointd'in�exion en onstatant que la position de la ourbehangeait en x = 1 par rapport à la tangente.7◦. Courbe représentative de f :
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7.3 f(x) =
√

1 + x + x21◦. Df = R ar 1 + x + x2 > 0 ∀x et lim
x→±∞

f(x) = ±∞

2◦. f(x) = x +
1

2
+

3

8x
+ o(

1

x
) en +∞

f(x) = −x − 1

2
− 3

8x
+ o(

1

x
) en −∞

∆ : y = x + 1
2 est asymptote oblique en +∞ et

∆′ : y = −x− 1
2 est asymptote oblique en −∞. La ourbereste au dessus des asymptotes ar 3/8x > 0 si x > 0 et

−3/8x > 0 si x < 04◦. f ′(x) =
1

2

1 + 2x√
1 + x + x2

> 0 ⇐⇒ x > −1

2La fontion admet un minimum de 3/4 en x = −1/25◦. La ourbe admet-elle un entre ou un axe desymétrie ?Oui, 'est la droite x = −1/2 ar en posant X − 1/2 = xet Y = y on a
y = f(x) ⇐⇒ Y =

√

1 + (X − 1/2) + (X − 1/2)2)

⇐⇒ Y =
√

X2 + 3/4 qui dé�nit une fontion paire ;d'où l'axe de symétrie.
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420-2-47.4 f(x) = xe
x

x
2
−1Soit P (x) = x4 − x3 − 2x2 − x + 1.1◦. P (

1

x
) =

P (x)

x4
et P est don un polyn�me symétrique.Ainsi, si x est raine, 1/x aussi. Par ailleurs, en posant

t = x + 1/x, alors t2 = x2 + 1/x2 + 2 et l'on a :
P (x) = x2(t2 − t − 4) ⇒ t =

1

2
(1 ±

√
17)Puis

t = x + 1/x ⇒ x2 − xt + 1 = 0 ⇒ x =
1

4

[

1 +
√

17 ±
√

2 + 2
√

17

]2◦. Etude omplète de f :
Df = R/{−1; 1} f ′(x) =

x4 − 2x2 + 1 − x3 − x

(x2 − 1)2Et don f ′ est positive à l'extérieur de l'intervalle [α, β].La fontion tend vers ±∞ en ±∞, elle tend vers ∞ àdroite de −1 et à droite de 1 et vers 0 à gauhe de −1 etde 1.En posant u = 1/x, f(x) = x + 1 +
1

2x
o(

1

x
) et

∆ : y = x + 1 est asymptote oblique en ±∞. La ourbeest au dessus en +∞ et en dessous en −∞
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7.5 Fontions diverses1◦. f(x) =
3

√

x2(x − 5)

x + 3
et Df = R/{−3}

f ′(x) =
2(x − 3)(x + 5)

3 3
√

x(x − 5)2(x + 3)4La fontion est roissante sur [−5,−3[∪]− 3, 0] ∪ [3, +∞[2◦. √x3 + 2x2 + 3x

x − 43



Df =] −∞, 0[∪]4, +∞[3◦. 3x − 2

3(x − 1)
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|x|

f(x) =
√

|x|(1 +
1
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+ o(
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8 Conours 2002
ax + bx + cx = ex ln a + ex ln b + ex ln c = 3 + x(ln a + ln b + ln c) + o(x) = •
(•

3

)
1
x

= exp

(

1

x
ln(

•
3
)

)
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(

1

x
ln(1 + x ln(

3
√

abc) + o(x))

)

= exp

(

1

x
(x ln

3
√

abc + o(x))

)

−→ 3
√

abcOn peut généraliser à n termes positifs a1, ..., an

lim
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1

n

n
∑

k=1
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k
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1
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=

(

n
∏

k=1

ak

)
1
n
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