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Régression : que cherche-t-on a expliquer?

Trois écritures utiles

Linéaire: Y =XB+¢
Non linéaire : Y = f(X,) +¢
Logistique : E[Y | X = x] = A(x" )

@ La régression explique une variable Y a partir de
variables explicatives Xi,..., X,.

@ Si Y est quantitative : régression linéaire,
ANOVA, ANCOVA, etc.

@ Si Y est qualitative binaire : le modéle linéaire
prédit parfois hors de [0, 1].

y ou p(x)

0.5+

e données
--- linéaire
— logistique

2
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Rappel : modéle linéaire et moindres carrés

Modele simple et multiple

Y = fo+ /X +e,
y=XB+e,  XeR™PH)

v
Estimateur des moindres carrés

B = argmin |y — XB|3,
BERP“

B=Xty= (X™X)"!XTy si X est de rang plein. o
y Les valeurs ajustées sont

M=XX"ety="y. le projeté orthogonal de y.
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Hypothéses et qualité d'une régression linéaire

Validation du modeéle

Hypotheses usuelles de Gauss-Markov o pertinence de la linéarité

o E[c | X] =0, @ analyse des résidus;
. ]E[B] =B, @ normalité et homoscédasticité;
a V(B) =o2(X7X)L. @ valeurs aberrantes;
N @ variables pertinentes;;
Sous ces hypotheses, I'OLS 3 est BLUE. | e régularisation si nécessaire : Ridge,
LASSO.

e|X ~ N(0,021,), = OLS=MLE et Y[X ~ N(XB, 021,).

Décomposition de variance

SCE
_ 2 _
SCT = SCE + SCR et R = Seis
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Régression logistique - idée clef : linéariser la log-cote, pas la probabilité

Variable binaire

p(x)=P[Y =1 X =x]=E[Y | X = x],
(%) p(x)

= l—p(x) cote, N
. —In p(x) — T8 = L(x
ogi(p(x)) = n( 250 +) =76 = 1(x),

Fonction logistique

p(x) =Nx"p) =

e N=L"1
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Estimation par maximum de vraisemblance

Vraisemblance de Bernoulli Gradient et Hessienne

VU(B) =XT(y — P),

£(8) = [I ot - P,
(8) il:[lp( pi) O — W,

n .
(48) =3 [y 5~ log(1 + )] W deatpll — p))
;\Z(l T,B) @ Les équations ne sont pas linéaires.
i = X P). ili
& y @ On utilise Newton-Raphson ou IRLS.

Sous hypothéses de régularité du modéle, on a : @ Asymptotiquement : B est normal
sous hypothéses de régularité.
v~ N(0,1(8) 1)
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Interpréter les coefficients : cotes et odds ratios

Effet d'une variable

logit(p(x)) = L(x) = Bo + B1x1 + - -+ + BpXp,
m(x + €) _ B
Y

@ ;> 0: la cote de Y =1 augmente quand Xx;
augmente.

o e est I'odds ratio associé & une variation d'une
unité de x;.

@ L'odds ratio ne doit pas étre confondu avec le risque
relatif.

cote
N
T

0" T
symptome 0 symptome 1

Ici p(1,0) = 3 = €' : |a cote est multipliée
par 3.
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Extension multiclasse : régression softmax

Pour une variable qualitative a K modalités, on 1 5
modélise simultanément les probabilités de classe : RN —classe 1
N
(<7 5) . --- classe 2
exp(Xx’ Dk
P(Y=k|X=x)= —f———F". classe 3
> exp(xT ;) =
r=1 p r _“:’
. '6 O 5 i
On peut fixer une classe de référence, par exemple SV
v e sz o
Bk = 0, pour assurer I'identifiabilité. s
Le modele compare chaque classe a une classe de 0 b e N
référence, puis normalise les probabilités pour qu'elles —4 2 4

somment a 1. x
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Evaluer une classification binaire

Matrice de confusion 1 _
Prédit o
ROC L7 i
Observé | 1 0 0.8 Pk
1 VP FN 806! -
0 FP VN el L7
2 0.4 1 /// a
@ e hasard
sensibilité = — 0.2 .
nsibili = VPLEN’ .
spécificité = _WN 0 o ‘ ‘ ‘ ‘
VN + FP’ 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
L vP taux de faux positifs
précision = 75 =1

AUC : probabilité qu'un positif recoive un score
supérieur a un négatif.
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Diagnostics de qualité du modéle logistique

1 >
Déviance Y
. N 9 0.8} e
D(B) = —2¢(P), c S
~. n | PYe N
Dres = 2(£sat - g(ﬂ)) -8 0.6 //’
w °
] e
2 . . \ S 04 - =
@ Pseudo-R< : comparaison au modele nul. ] -
@ Hosmer—Lemeshow : calibration par groupes de § 0.2 //./ calibration parfaite|
probabilité. e
o Mann-Whitney / AUC : séparation des positifs oL > | ‘ ‘ :
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

et négatifs.
- . . robabilité prédite
@ Analyse des résidus et observations influentes. P P

Diagramme de fiabilité : les points doivent rester
proches de la diagonale.
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Significativité et sélection de variables

Tests courants

@ Test du rapport de vraisemblance :
comparer deux modeles emboités.

@ Test de Wald : Z = BJ/ se(,g'j).
@ Tests globaux : les régresseurs

apportent-ils une information ? )

Critéres de sélection

-~

AIC = 2k — 20(B),
BIC = klog(n) — 2¢(B).

modele complet
test / AIC / BIC

retirer
une variable
modeéle retenu

Principe : un modeéle plus simple est souvent plus robuste
et plus interprétable.

ajouter
une variable
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En pratique : R et Python

R

modele <- glm(y ~ x1 + x2,
data = donnees,
family = binomial)

summary (modele)
anova(modele, test = "Chisq")
predict (modele, type = "response")

o summary : tests de Wald par coefficient.

@ anova : comparaison séquentielle ou modeéles
emboités.

Python / scikit-learn

from sklearn.linear_model
import LogisticRegression
from sklearn.metrics

import confusion_matrix, roc_auc_score

modele = LogisticRegression()
modele.fit(X_train, y_train)

proba = modele.predict_proba(X_test)[:, 1]
y_pred = (proba >= 0.5).astype(int)

auc = roc_auc_score(y_test, proba)

@ Le seuil 0,5 peut étre adapté au colit des
erreurs.

@ Les probabilités prédites se valident par ROC
et calibration.

@ LogisticRegression() utilise par défaut
une régularisation L? # régression logistique
non pénalisée exposée ici.
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A retenir

Résumé en quatre idées

@ La régression linéaire projette y sur |'espace engendré par les variables explicatives.
@ Pour une variable binaire, on modélise une probabilité p(x), pas directement Y.
@ La régression logistique suppose que le logit de p(x) est linéaire en x.

@ L'évaluation combine interprétation, tests, matrice de confusion, ROC/AUC, déviance et
calibration.

1

_ T _
=x'f = p(X)—He_XTB
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