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Modele statistique



Définitions

« Expérience aléatoire < espace probabilisé < (X,F,P).

* X ensemble des issues possibles de I'expérience aléatoire.

» § tribu sur X (événements de I'expérience).

* P mesure de probabilité sur §.
« Modéle statistique : famille d’expériences aléatoires, m X et M § : (X, §, ).
« Observation x : réalisation d’'une variable aléatoire X ~ P.

« Objectif de l'inférence statistique : déterminer P € &2 sachant x.

Savoir distinguer (X, §,P) et (X,§,2)!

Inférence, modélisation - Données réelles, observations
Modele aléatoire sous-jacent
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Modele paramétrique

Definition
Modéle statistique (X, §,2?) paramétré si les éléments de & peuvent étre
décrit par un paramétre : c.-a-d. il existe A surjection :

A:O—P (1)
60— Py @)
2P ={Py,0 € ©}. Si A bijection, on dit que le modéle est identifiable.

Modeéle paramétrique si ® = RP pour p € N. Sinon, non-paramétrique.

C) @

A N
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Un premier exemple traditionnel : la
détection de spam



Détection de spam -1- : sac de mots

Texte

Le chat noir
chasse la souris.
Le chat miaule
fort.

La souris court
vite.

Sac de mots

miaule | |

\ fOI’t ? i

7

Articles et
| ponctuation supprimés ‘

\
|
1
|
)

B

Vecteur binaire

Présence (1) ou absence (0)
des mots du vocabulaire :
(chat, noir, chasse, souris,
miaule, fort, court, vite, patate)

4

= N e e I Sy

chat
noir
chasse
souris
miaule
fort
court
vite
patate

000000000
= e
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Détection de spam -2- : traitement d’un courriel

Courriel regu : Bag of Words :
tokenisation
FREE offer today free offer today

claim your free coupon claim your coupon

vectorisation

Vecteur binaire :
Vocabulaire : (free, offer,meeting, project, coupon)

x=(1,1,0,0,1)
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Détection de spam -3- : traitement d’un courriel

Courriel
free offer today

meeting tomorrow

free coupon

\. J

« Etape 1. On part du message brut.
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Détection de spam -3- : traitement d’un courriel

Courriel Sac de mots

free offer today token.
free, offer, today,

meeting tomorrow
meeting, tomorrow, free, coupon

free coupon

« Etape 2. Lordre local des mots est oublié : on conserve les occurrences.
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Détection de spam -3- : traitement d’un courriel

Courriel
Sac de mots
free offer today token.

meeting tomorrow

free, offer, today,

meeting, tomorrow, free, coupon
free coupon

vectorisation

Y

Vecteur binaire
¥ = (free,offer,meeting, project, coupon)

x=(1,1,1,0,1)

Xj = 1 < le mot]jest dans le courriel

« Etape 3. Aprés projection sur le vocabulaire, on code la présence/absence
de chaque terme.
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Détection de spam - 2 : traitement d’un courriel

« On définit le vocabulaire commun a I'ensemble des courriels :

V ={free,offer,meeting,project, coupon}.

« Pour chaque vecteur, on veut décider s'il s’agit d’'un spam ou non :

Document Vecteur binaire

Classe

free offer coupon (1,1,0,0,1)
free offer (1,1,0,0,0)
meeting project (0,0,1,1,0)
0,0,1,1,0)
)
)

project meeting (
free meeting (1,0,1,0,0
free (1,0,0,0,0

Spam
Spam
Non spam
Non spam
Non spam
Spam?

« Comment décider ? A partir d’'un échantillon de courriels déja recus,

« Classer les spams et les autres.

» Pour chaque vecteur, compter le nombre d’apparitions dans les spams.
+ Peut-on décider qu’un vecteur caractérise un spam si on le trouve plus

souvent dans les spams que dans les non spams ?
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Détection de spam -4- : traitement d’un courriel

« Peut-on décider qu’un vecteur caractérise un spam si on le trouve plus
souvent dans les spams que dans les non spams ?

Document Vecteur binaire Classe
free offer coupon (1,1,0,0,1) Spam
free offer (1,1,0,0,0) Spam
meeting project (0,0,1,1,0) Non spam
project meeting (0,0,1,1,0) Non spam
free (1,0,0,0,0) ?

« Non, car cela dépend du contexte.

« Non, car un courriel peut ne pas contenir pas tous les mots du vecteur.

« Non, car le nombre de vecteurs augmente exponentiellement avec la taille.
« |l faut travailler directement sur les statistiques des mots.

= nécessité d’un cadre probabiliste.
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Cadre probabiliste




Formalisation statistique -1-

« Dn=1Z4,....Zn} n-échantillon de v.a.iid. Z; = (X;,Y;).

+ X; observations issues d’'une v.a. X € {0, 1}9 : données, variables
explicatives, « features ». Ici : vecteurs binaires du contenu d’un courriel.

* Xjj=1 < le mot j est présent dans le courriel i.

* Yjissues d’'une v.a. Y, catégories des X; : étiquettes ou labels.

* Yi=1 < le courriel est un spam.

« Xex=10,119, Yev=1{0,1}.

* Pg proba sur & =X x Y : loi inconnue de (X,Y) et (X;,Y;).

* @ parameétre inconnu.

* heZ =%(X,Y) fonction de prédiction (classifieur, régresseur) : h(x) =y.

Objectif de I'apprentissage supervisé : déterminer Y sachant X a partir des
seules observations de Z4,...,Zn
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Formalisation statistique -2-

« Pour un courriel de vecteur x, on cherche I'étiquette y =0, 1 la plus
vraisemblable.

« On calcule P[Y =1|X=x] et si P[Y =1|X=x] >P[Y =0|X = x], on décide que
c’est un spam.
« Ce sont des probabilités conditionnelles... Formule de Bayes :

P[Y=1X=x] = P[X= XIIJ[;:]XT’[Y =1]

_P[X=xIY=0] P[Y=0]

P[Y =0|X=X] PIX=x]

« Pour comparer les deux probabilités, le dénominateur ne sert a rien. On
cherche donc :

P[Y =1 X=x] ~P[X=x[Y =1] P[Y =1]. (4)
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Rappel : la formule de Bayes

vraisemblance a priori
a posteriori

. P(BIA) P(A)
P(B)
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Formalisation statistique -3-

PX=xY=1] x P[Y=1]? (5)

« Calcul de P[Y =1]? La probabilité a priori de recevoir un spam peut étre
approchée par la fréquence de spams dans I'échantillon d’entrainement.

« Calcul de P[X=x]Y =1]? C’est la probabilité a posteriori que le vecteur de
mots X soit égal a x = (x1,...,Xq) sachant que le courriel est un spam. On
peut I'estimer aussi a partir de I'échantillon d’entrainement.

« Le vecteur caractéristique x représente le courriel et x; indique si le mot i
est présent ou non dans le courriel (il y a d mots dans le vocabulaire 7) :

d
[X=X]=[X1=X1,X2=X2.---,Xd=xd]=.r‘1l (X =] (6)
J:
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Formalisation statistique -4-

P[X=X|Y=1]=P[X1=X1,X2=X2 ..... Xd=Xd|Y=1] (7)

. @ Il existe 29 vecteurs (courriels) possibles. Pour en estimer la fréquence
de chacun d’eu, il faudrait donc un échantillon avec beaucoup plus de 24
courriels.

« Mais si les X; sont indépendants conditionnellement a Y,

P[X =xIY = 1] = P[X{ = X1, X =Xp,.... Xg = xgIY = 1] (8)
d

= TIPIX; = 1Y = 1] 9)
j=1

« |l suffit alors de la connaissance de n probabilités conditionnelles pour
I'estimation.
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Rappel : indépendance conditionnelle -1-

« Deux événements A et B sont indépendants si
P(AnB)=P(A) xP(B) (10)

« Deux événements A et B sont indépendants conditionnellement a un
évenement C si

P(AnB|C) =P(AIC) x P(BIC) (11)

« Ces deux notions sont.... indépendantes ! Indépendance n'implique pas
indépendance conditionnelle et vice versa (hélas).

Indépendance conditionnelle : notion terriblement dangereuse.
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Rappel : indépendance conditionnelle -2-

Figure 1 - P(AnB(El) = (AP (BIIE]) mais P(An B|) # IP(Al)IP(Bl). La

figure provient de wikipedia.
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Rappel : indépendance conditionnelle -3-: A 1L B|C A ALB

On dispose de 2 piéces, I'une équilibrée, 'autre avec deux faces « face ». On
en choisit une au hasard de fagon équitable. Soit C 'événement « je choisis
la piece équilibrée ». P(C) =1/2.

On lance deux fois de suite cette piéce. Soit A (resp. B) 'événement le
premier lancer est « pile » (resp. Ie second lancer est « face »).
1
P(AnBIC) = = x = =P(A|C)P(BIC) (12)

Mais (formule des probabilités totales)

P(AnB)=P(ANBIC)P(C) + PF(ANBIC)P(C) = % N % +0x % _ %
P(A) = P(AIC)P(C) + P(AIC)P(C) = 2-1 +0
P(B) = P(BIC)P(C) +P(BIC)P(C) = 2—1 +% = g

PAP(B) = - # =

Donc A et B ne sont pas indépendants.
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Rappel : indépendance conditionnelle-4- : A 1L B#A A 1LB|C

On lance deux dés équilibrés indépendants (3 ,(-]). Soit X et Y les résultats
des lancers (ce sont des v.a. et plus des événements). Soit

Z=11x-y]

Sans conditionnement, les deux dés sont indépendants : X LY

Mais sachant Z=1 (les deux dés sont égaux), si X =, alors nécessairement
Y =) donc X et Y ne sont pas indépendants conditionnellement a Z.

» Cause commune Z : X et Y peuvent étre L conditionnellement a Z.

« Effet commun Z : conditionner par Z peut créer une dépendance.
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Revenons a nos courriels et a nos spams : « Idiot Bayes »

P[X=X|Y: 1] =|P[X1 =X1,X2 :X2,...,Xd :Xd|Y= 1] (13)
d
:_HP[Xj:leY:1] (14)
]:

« Dans la vraie vie, les mots clefs sont-ils indépendants conditionnellement
au fait qu’un courriel est un spam ?

« Pas du tout......
« ... mais ¢a marche bien quand méme... et sinon on ne peut pas le calculer.

« Hypothése « naive » : indépendance conditionnelle de X sachant Y.
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Formalisation statistique -5- : estimations a priori

« C’est la partie « entrainement » de la méthode sur I'échantillon
Dn=1{(x;,y;),i=1,....,n}

* X; est un courriel composé des mots j=1,...,d pour lesquels x;; =1 et y; vaut
1 ou 0 selon que x; est un spam ou pas. 1 : spam /0 : pas spam.

« Soit n4 le nombre de spams parmi les n courriels y; de I'échantillon. On
estime 61 =P[Y = 1] par 81 =P[Y =1] =nq/n.

« Pour chague mot j du vocabulaire (j=1,...,d), on calcule le nombre nj; de
spams dans lequel il se trouve (dans I'échantillon). On estime
9]'1 =|]:°[Xj =1|Y= 1] par §j1 =@[X] =1|Y= 1] =nj1/n1.

n
ny= 21 Lfy.—4] - Nombre de spams.
i=

n
njy = i; ]l[Yi:1]]l[Xij:1] : Nombre de spams contenant le mot j.
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Formalisation statistique -6-

o Finalement,

PlY=1X=x]=P[X=x]Y=1] P[Y =1] %
:P[X1=X1,X2=X2 ..... Xn=Xn|Y=1] P[Y=1]

d n d
N4 N _2 118
~—[[——=01]]6j1 *
n =1 M j=1
P[Y = 0]X =x] = P[X =X|Y = 0] P[Y = 0]
_ d nqy—n; d
< o (1) [T (1-6)

N =i n-ny

—_

J:

« SiP[Y =1|X=x]>1/2 le nouveau courriel est (classé comme) un spam.

. Attention! Il s’agit d’une (série d’) approximation(s) : xx*
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Formalisation statistique -7-

+ Si un mot x; n'apparait pas dans les spams de I'échantillon, alors nj; =0 et
tout le produit est nul :

Ny

PIY = 11X =x] =

dnj1 0
I, =¢

« Tous les nouveaux messages contenant ce mot auront une probabilité nulle
d’étre des spams, ce qui n'est pas réaliste.

« Pour éviter cela, on utilise le lissage de Laplace :

d nq+1

~ N4 i1

P[Y=1X=x]=— .
[ X =x] njll ny+2

« Pourquoi +2 au dénominateur ?
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Les spams « in real life » -1-

Courriel de type spam : fréquences des mots

©® ©O© ¥ N O

(%) @ouanbaiq

Vocabulaire

Courriel non-spam : fréquences des mémes mots

© © < N o

(%) @2usnbai4

Vocabulaire
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Les spams « in real life » -2-

Pourcentage de spams parmi les courriels envoyés (2000-2025)

100 T T T T

Spam (%)

2000 2005 2010 2015 2020 2025

Nombre de courriels envoyés dans le monde (2000-2025)

400 T

300 -

200 -

100

Milliards de courriels / jour

0 | | | |
2000 2005 2010 2015 2020 2025

Année
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Naive Bayes : cas général discret




Classifieur bayésien naif : cas général

* 9n=1{Z4,...,Zn} n-échantillon de v.a.i.i.d. Z;=(X;,Yj) pouri=1,...,n.

« Xi=(X;); €NY observations issues d'un v.a. XeNd : données, variables
explicatives, « features ».

* Yjissues d'une v.a. Y : étiquettes ou labels. Y =y, ..., yk.

* Py, loi de (X,Y) inconnue, caractérisée par 6.

* Ok=P[Y=yK], k=1,...,K:loi a prioride Y (inconnue).

* Ok =P[Xj=xjIY=yk],j=1,...,d : loi conditionnelle de X sachant Y.

Le classifieur bayésien naif est alors :

d
hng(X) = argmax (P[Y=Vk]HP[Xj=XjIY=Yk]) (15)
V=Y1K i=1

d
= argmax (Hk ij) (1 6)
K J:1

Y=Yt y
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Exemple : classifieur de Bayes multinomial

» Documents (textes de longueur m mots) appartenant a K catégories.

« Si K=2 on retrouve les spams / non spams.

* Le vocabulaire de mots est 7 = {wq, ..., wg}.

* Xj : nombre d’'occurences du mot w; dans le texte X.

* lci, xjeNety=yy,...yk.

* X=(Xy,...,Xq) document contenant Zjd=1 Xj=m mots.

* Les mots sont indépendants conditionnellement a [Y =y].

+ Laloi de X sachant [Y =yj] est multinomiale de paramétres m, 0y, ...Ogk-

PIX=XIY =y = X1|—Xd|1‘£ 0y (17)
Loxgl
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Texte

Le chat noir
chasse la souris.
Le chat miaule
fort.

La souris court
vite.

-

Sac de mots

e
s ik

Articles et \:
ponctuation supprimés |

Vecteur de comptages

Ordre du vocabulaire :
(chat, noir, chasse, souris,
miaule, fort, court, vite)

(I

8
Il
el e )

chat
noir
chasse
souris
miaule
fort
court
vite

X NON N N NONC)
e T = T )
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Rappels sur la loi multinomiale

* Loi d’'un vecteur X = (X4,..,Xgq) d’entiers.

On dispose d’'une urne avec des boules de d couleurs.

On tire de fagon indépendante et avec remise m boules.

* Xj : nombre de boules de couleur j parmi les m tirées.

* Ojk : probabilité de tirer une boule de couleur j (on oublie k pour l'instant).

La loi est donnée par :

m! d Xi
P[X=X|Y=yk]=P[X1=X1,~--vxd=xd|Y=yk]=Wq% (18)
Loxg! o

« La moyenne du vecteur X est

EX] = (mo);,.... m6g) (19)
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lllustration d’une V.A. de loi multinomiale

Loi multinomiale

On effectue m tirages indépendants avec remise dans une urne contenant des boules de d couleurs.

Urne T\?‘\‘_‘% Résultat d’un tirage de m boules

Probabilités
- &b & - éa
w_/ H_J

des couleurs
"
@ 0.

9 031: | On tire m fois

: avec remise Il IZ .'L'd

o et on compte boul Houl ol
0 Oax les couleurs gues oules oules

rouges vertes bleues

d & J
D fw=1 P
j=1 Nombre total de boules : m

Le vecteur des comptages X = (X, Xo,..., Xg) suit P(X; = a3 X, = z4)
yeee

une loi multinomiale de paramétres m et (61, Oag, ..., Oar)- '
m!
=———— 971 92...97¢,
X~M(m,01k,02k,‘..,6dk) 21! xo! - xg! e dk
d g
avec )., Xj=m et X; >0. si )y @i=m et z;>0.
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Estimation des parameétres multinomiaux

m! d X;
PIX=XIY =i =B =1, X =glY =y = 1oy (20)
LeXdh iz

« La moyenne du vecteur X est

E[X] = (M6, .... MOk (21)

« On va estimer les probabilités par

n
ng = Z;, ]I[Yi:)’k]’ nombre de documents de catégorie k.
=

n
Nk = i; Xjk]l[YiZYK]’ nombre d’occurrences du mot j dans la catégorie k.
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Estimateur bayésien naif pour le modeéle multinomial

« Le coefficient multinomial ne dépend pas de la classe yy, on peut donc
I'oublier.

« Le classifieur bayésien naif est alors :
d
hng(x) = argmax (P[Y=Yk] [TP[X; =Xj|Y=yk]) (23)
Y=Y1,--¥K j=1

d
I1 ijl) (24)

_ argmax(nk ﬁ(njk)x') (25)
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Deux remarques sur le modéle multinomial

« On peut utiliser un lissage pour éviter des probabilités nulles :

Ny + 1
~ ]k
0y = ——
ik Nk +d
+ Dans un vecteur X de loi multinomiale, les coordonnées X ne sont pas
indépendantes, alors que I'hypothése naive parle d'indépendance ????

= L’hypothése d’indépendance ne porte pas sur les coordonnées X; mais sur
le tirage des mots individuels.

« La « naiveté » vient du fait qu’on ignore I'ordre des mots, la syntaxe, et les
dépendances entre les mots. Une fois le comptage effectué par agrégation
des mots, les X; deviennent dépendant car YiXj=m.
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Naive Bayes : cas général continu




Classifieur bayésien naif : si X est réel -1-

* Dn=1{Z4,...,Zn} n-échantillon de v.a.i.i.d. Z; = (X;,Y;) pouri=1,...,n.

* Xi=(Xj)€ R9 observations issues d’un v.a. Xe RY : données, variables
explicatives, « features ».

« Yjissues d'une v.a. Y : étiquettes ou labels. Y =yq, ..., k.

* Py, loi de (X,Y) inconnue, caractérisée par 6.

* Ok =P[Y=yg],k=1,...,K:loi a prioride Y (inconnue).

+ f(x]Y =y) est la densité conditionnelle de X sachant [Y =yy].
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Classifieur bayésien naif : si X est réel -2-

« Hypothése naive : sachant [Y =y], les lois conditionnelles des
coordonnées Xy, ..., X4 sont indépendantes :

d
f(x1,..xalY =yk) = [TH41Y = yi) (26)
j=1
« Le prédicteur est alors

hne (X )*Efgmax P[Y = YK]Hf XY =yg) (27)
..... J—
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Classifieur bayésien naif gaussien (GNB) -1-

« Un cas classique : la loi conditionnelle de X; sachant [Y = yy] est

gaussienne de moyenne py et variance aE :

1
e 2

(i
Ik

(1Y =yk) =

2
2n0k

« Estimation des paramétres :

n
M= 21 pvimy
i=
ék = nk/n
1
i = g Z XY=

2 _
O =

- 1

(%= ) ° L[v, =y,

1Ms

nkl

(29)
(30)

(31)

(32)
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Classifieur bayésien naif gaussien (GNB) -2-

« Sans hypothése d’indépendance naive, les estimateurs seraient :

_ 1 8

A= i; XiL[y,=y,] (33)

— 1 n

o2 = n—k;(xi = fi) (X _ﬁk)T]l[Yi:yk] (34)
i=

» Par exemple, avec d=2,
Sans hypothese naive : Avec hypothese naive de Bayes :

ﬁk:(ﬁ1k) ﬁk:(fﬁk)
Figk Fak

> 2

S=| T T S=| 71k o
=~ 2 0 2
O21k O

2k
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Classifieur bayésien naif gaussien (GNB) -3-

« Classifieur bayésien naif « théorique » :

d
hng(x) = argmax ('P[Y =yl [THx1Y = YK))
k=1,..., K j=1

« Classifieur bayésien naif « empirique » (le seul calculable) :

2

1(Xj—ﬁk

5k)@

d
max é\k H e

hng(x) = arg
k=1, K| "j=1| \/2n52

(35)

(36)
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Classifieur bayésien naif gaussien (GNB) -4-

« Si K=2 (spam / non spam) on peut visualiser la fagon dont le choix

s’effectue :
—f(x1Y=0)
1 X*
0.4+ ! —f(x1Y=1)
2 !
3 !
[0 1
T 02 !
/\
0 f t 1 t
0 2 4 6 8
X
« Le point de coupure x* satisfait :
Bof(X*IY =0) = 94f(x*IY =1) (37)

a gauche de x* la classe 0 est la plus probable, a droite, la classe 1 est la
plus probable.
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Exemple : prédire le genre -1-

« 8 individus a classer selon le Id | Genre | Taille | Poids | Pointure
genre : 1 H 6.00 180 12
* Y e {Homme, Femme} 2 H 5.92 190 "
X = (taill id intur 3 H 5.58 170 12
= (taille, poids, pointure)... 4| H | 592 165 10
e ...en unités US. 5 F 5.00 100 6
X |Y:k~ﬂ(pjk,aj2|(). 6 F 550 | 150 8
f(X|YZYK)=Hj3:1 f(Xj 1Y =) 8 F 5.75 150 9
« Aprés calculs :
1 5.9 0.03
On=5. An=(1762|  Gf=|922
11.2 0.69
1 54 0.07
=5  BF=|1325|, G2=|418.8

7.5 1.2
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Exemple : prédire le genre -2-

» On veut prédire la classe de x = (6,130, 8).

« On compare les deux scores :
3
P[Y = yxIX =(6,130,8)] = Sk = P(Y = yi) [ | P(X; | Y = yk)-
j=1
« Numériquement : Sy =7.10~"", SE =4,510~4, donc Sg > Sy.

y-F

« Pas de lissage de Laplace ici car les densités gaussiennes sont positives.
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Naive Bayes et régression logistique




Naive Bayes et régression logistique -1-

« Plagons-nous dans le cas ol Y =0, 1 et X;j=0,1. La décision Y =1 est prise
sile LLR (rapport de vraisemblance logarithmique) suivant est =0 :

P[Y =1|X=x]
Ig([P[YzOlX:x])
. (PW:1Hﬁ4M&:@W:ﬂ

& P[Y = 0] 1%, P[X; = X;|Y = 0]

~— _/;/

-
» PLY = 1111, 075 (1 - 637)"
B 1-

P[Y = O]HJ 1 10(1—9]0)

PLY=1] 01, & i %0
= —l i
EBY= 0]+ZI (1‘910)+j—21 Iog1‘91'1 =00

b W

d
_ v T
_b+j_§1wjx] =b+w'x
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Naive Bayes et régression logistique -2-

PY=11X=X] —gbtw'x
P[Y=0X=x] ~

PIY =1X=x] — gbtw'x
1-P[Y=1X=x] ~

C>|F’[Y=1|X=X]= m
—=P[Y=1X=x]=0a(b+w'X)
« o(x) = (1+eX)~1 fonction logistique.
« C’est exactement une régression logistique !
« Le classifieur NB est :
hnB(X) =1 ply = 11X = x] N
P[Y =0|X=x]
= ]l[b+wa>0]

=sgn(b+w'x>0)
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Naive Bayes et régression logistique -3-

« On suppose que Y =0,1 et que la loi de X sachant [Y = y] est gaussienne
~ JV(pjk,sz) (les variances ne dépendent pas de Y). On a vu que

P[Y=1X=x]= a(b+wa) avec

b | d xJ|Y_1)
+W X=lo TV
g1 21 f(xIY=0)
2
X — 1
(ZHJ?)f%exp —%
0 d ! 2UJ. @
=Iog—1+Z|og
1-01 = 1 (%~ Hj0)?
. (2702) "2 exp el
! 202
J

Xj = j1)2 = (Xj - jo)?
20'j2

0 3.(
=l
og1_61 +j:Z1

=|
8 1-64 +'Z a2 J 202

2 2
01 d(ﬂj1_ﬂj0)2 ”jo‘“n)
Xi +
=1 j i
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Naive Bayes et régression logistique -4-

» On peut généraliser cela au cas multinomial.

+ La méthode du classifieur bayésien naif et celle de la régression
logistique different pourtant :

* Naive Bayes : méthode générative,

* les parametres sont estimés a partir des probabilités empiriques.
» Régression logistique : méthode discriminante.

* les parametres sont estimés a partir de la méthode du gradient.

43/52



Propriétés des classifieurs bayésiens
naifs




Classifieur bayésien naif : un exemple de modéle génératif -1-

ER R ETI T

Figure 2 - Y est la cause commune des X;

d
fox,v) (% yi) =PLY =K] ]1 fOG1Y = yk)- (38)
=

» Modele génératif : on modélise la loi jointe (X,Y), puis on en déduit les
liens de causalité entre X et Y : génération de X a partirde Y.

+ Les dépendances entre variables observées sont ignorées une fois la
classe connue.
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Classifieur bayésien naif : un exemple de modéle génératif -2-

« Modeéle génératif : modélise la loi jointe Py de (X,Y). Estime comment les
données sont structurées dans I'espace. Comprend les données, puis utilise
un formalisme bayésien.

« Exemples : Naive Bayes, LDA, HMM, GAN, LLM.

» Modéle discriminant : modélise la loi conditionnelle de Y sachant [X =x].
Sépare I'espace en classes et évalue les frontieres des classes.

« Exemples : régression logistique, k-NN, arbres de décision, SVM, MLP.

« Génératif : « comment les données sont-elles produites ? » vs.
discriminant : « ou est la frontiére entre les classes ? »

« Pour chacun des deux types de modeles, on peut étre en classification ou
en régresssion. Apprentissage supervisé : génératif et discriminant possibles.
Apprentissage non supervisé : seulement du génératif.

45/52



Naive Bayes : pas une méthode bayésienne... mais parfois linéaire

« Malgré son nom, il ne s’agit pas d’'une méthode bayésienne!

« Méthode bayésienne : estimateurs a posteriori étant donné une loi a priori
et des observations de la vraisemblance.

« Exemple : MAP (maximum a posteriori).

« Naive Bayes : pas de loi a priori, hypothése naive non licite et les
paramétres sont estimés de fagon fréquentiste : on n’estime pas leur loi a
posteriori.

«... mais classifieur linéaire si la loi de X sachant Y appartient au modele
exponentiel (bernoulli, binomial, multinomial, gaussien, etc.) et que les
variances ne dépendent pas de Y :

PlY=1X=x] _

Fir=1A=Xxl _ T
og PIY =0X=x] b+w'x.
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Applications -1-

« Filtrage de spam.
+ Détection de phishing.
+ Détection d’intrusion dans un réseau informatique.

« Classification de textes (articles de presse, détection de theme, tickets
clients, documents juridiques ou médicaux).

* Avis clients.

» Systemes de recommandations.

« Classification d'images simples (MNIST chiffres manuscrits).
» Détection de langue.
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Applications -2

Naive Bayes for Movie Recommendation

Predict the probability that a user willlike a movie based on its features and recommend the highest-scoring movies.

/5- Recommended Movies

Past movies the us = Use Bayes' theorem with the naive P P(Like | x)
with feedback. as binary/categorical features. conditional independence assumption. forthe candidate mavie. and recommend the top ones.

1l LIKED L For “Beyond Horizons” J Recommended
P(C)P(x | C

’ Edge of Tomorrow. . P(C Rt A i n Beyond Horizons
T arwekd I . P(x) i () et 0,91
P—
y *kaac | | HORIZONS | Sl

L ndoponcent
}‘ Gatac Odytesy L
TS Feature (Genve/Atrbute) | Volue (x)
PN ok ok ko T H B o Fronter
> < Acton, Adventure
@ Romance 4

ser History lovie Features. laive Bayes Model sterior Scores
(1) UserHi ) Movie F O Naive Bayes Model Posterior
J & c

NOT LIKED

$ NOT LIKEI o

£ Laugh Out Loud £ Scifi 2 Love nParis

PQF conesy Romanc, brama

38 H * @5 Drama P(Like | x) o P(Like) ] | P(x; | Like) | 5
&b Famiy )

Broken Promises
gy © T %) I e s

* A Adventure T o G Advenure,0ama (0,63

Prior P(Like)

Pt Like | ) o P(Not Like) [ P(s; | Not Like)

User Preference Cues

% (%) (@ (@© ® || x-Mhootooni 060 || T

Gt Qs el 1D P(Like | x) to the user.
Acion  Sfi Romance Comedy Orama

® Key Takeaway: Naive Bayes is simple, fast, and effective for recommender systems when movies can be represented by features (genres, attributes, tags). Not Like. Feature




Conclusion




Tableau de synthése

Méthode Inter- Perf. Calibra | Overfit. | Co(t
préta- -tion calc.
tion

Régression linéaire A

Régression logistique

Naive Bayes
SVM (kernel RBF)

Réseau de neurones

Arbres de décision

Boosting

X (X% |[p|>x|x|p

> x| p|a a«q
<P (P> AP |>]|>
A X |>|4[>|>|>
44| |>|q>|>|r

Bagging (forét)

A :bon V¥ :moyen X :faible ou problématique

« Ce tableau est une sorte de moyenne de ce que I'on trouve sur internet, il vaut ce qu'’il vaut et ne donne qu’une
idée générique. Le contenu des cases est finalement assez aléatoire. En fait, ne vous fiez pas du tout a ce type de
tableau et quand vous traitez un probleme de Machine Learning, essayez toutes les méthodes !
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https://scikit-learn.org/stable/modules/naive_bayes.html?utm_source=chatgpt.com

Matériel pédagogique

Polycopié de Machine Learning, diapos, exercices corrigés, sujets de TP,
notebooks et matériel pédagogique sur cpmath.fr/ML. En particulier :

 Une fiche de petits exercices corrigés sur Naive Bayes.
» Un petit TP sur Naive Bayes sous forme de Notebook Python.

Des questions sur le cours : par mail (claude.petit@univ-rennes.fr).

SAV gratuit sans supplément et éternel.
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