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Avant propos

Ce polycopié de statistique mathématique couvre un programme d’'une trentaine d’heures de cours dis-
pensées en début d’année de mastere spécialisé. Le niveau requis est celui d'une licence: les outils de base du
calcul des probabilités sont supposés connus (théorie de la mesure, lois usuelles, fonctions caractéristiques,
etc.), ainsi que les différentes notions de convergence des suites de variables aléatoires.

Le cours a deux ambitions: rappeler de facon rapide et concise les bases de la modélisation statistique, de
I'estimation et des tests qui sont enseignés en premiére année de master ou seconde année d’école d’'ingénieurs
et introduire un certain nombre de notions qui seront utiles aux différents cours du mastere. Cela permettra en
outre de donner un apercu trés succint des thématiques abordées dans certains d’entre eux. L'objectif est de
réviser et de maitriser les outils présentés, I’accent sera donc clairement mis sur la résolution d’exercices.

Le polycopié est un complément du cours, il ne le remplace absolument pas. Beaucoup d’exemples donnés
durant les séances n’apparaissent pas dans ce document et a I'inverse beaucoup de démonstrations ou de para-
graphes supplémentaires qui s’y trouvent ne seront pas traités en cours; pour ces raisons, il est donc nécessaire
de prendre le cours. On trouvera également dans ce document des legons qui traitent de sujets connexes ou
d’applications des statistiques a divers domaines.

Le contenu du polycopié est trés fortement inspiré du cours de statistique mathématique de Myriam Vi-
mond et Magali Fromont, de 'ENSA], et les exercices de travaux dirigés ont été pillés sans vergogne dans ceux
des cours correspondants a 'ENSAI et a 'ENSAE (en particulier dans le cours de statistique 1 de Nicolas Cho-
pin). Qu’ils en soient ici remerciés. Le polycopié comprend également beaucoup d’emprunts et de références
aux ouvrages d’Alain Monfort « cours de statistique mathématique » et de Philippe Tassi « méthodes statis-
tiques ».

Les parties non traitées ou les démonstrations ne sont pas exigibles en examen, mais elles pourront inté-
resser ceux d’entre vous qui veulent aller plus loin.

Le site web du cours de maths contient des documents supplémentaires. La bibliotheque de 1'école contient
également un nombre important de livres de cours et d’exercices corrigés en statistique mathématique, mais
n’'oubliez pas que la totalité du cours sera traitée en un mois et que vous n’aurez pas le temps de lire beaucoup
d’ouvrages durant cette courte période.



Chapitre 1

Modele statistique et échantillonnage

1.1 Modele statistique

Une expérience aléatoire se modélise par un espace probabilisé. C’est la donnée d'un triplet (X,§,P) ou
X est 'ensemble des issues possibles de 'expérience aléatoire, § est une tribu sur X (la tribu des événements
associés a I’expérience aléatoire) et [’ est une mesure de probabilité sur §.

Définition 1

Un modele statistique (X, §,2?) est la donnée de:

» L'espace X des observations.
e Une tribu § sur X représentant I'ensemble des évenements sur X.
¢ Une famille 22 de mesures de probabilités sur J.

.

Un modele statistique est une famille d’expériences aléatoires ayant méme espace d’observations et méme
tribu d’événements. Une observation x est une réalisation d'une variable aléatoire X qui suit 'une des lois de
probabilité (inconnue) de la famille 2. L'un des objectifs de I'inférence statistique est de déterminer cette loi
de probabilité a partir des observations x. Vous devez donc maintenant savoir distinguer (X, §,P) et (X, §, 2).

Inférence, modélisation f Données réelles, réalisations, observations

Modele aléatoire sous-jacent -/Ti‘rage

Figure 1.1 — Modélisation statistique.

Le monde réel est déterministe, notre modele mathématique aléatoire. Il s’agit de trouver une loi de pro-
babilité P € 22 qui modélise le mieux le phénomene observé. On notera X ~ P pour indiquer que X suit la loi
P € 2. On rappelle qu'une variable aléatoire est une variable dont la valeur dépend du hasard. Plus rigoureu-
sement, c’est une application mesurable X : X — R. Mesurable signifie que pour tout borélien B de R, 'image
réciproque X~ !(B) € §. La mesurabilité est stable par toutes les opérations usuelles, par passage au sup et a la
limite; dans notre cadre, la trés grande majorité des fonctions sont mesurables.

Exemple: épreuve de Bernoulli.

Soit X une va de loi de Bernoulli b(0), ou 8 est inconnu. Soit x € {0, 1} le résultat d'un lancer a pile ou face; x
est une réalisation de X. Un choix raisonnable de la famille &7 est'’ensemble des lois de Bernoulli de parametre
6. Lespace des observations est X = {0, 1} = {r, ¢} = {succes, échec} et § est, par exemple, 'ensemble des parties
de X: § = {,{0},{1},{0, 1}}



a Echec

Figure 1.2 - Modele fondamental du tirage de Bernoulli

fo(x)
1 A
0

Figure 1.3 — Densité d'une loi uniforme

Exemple: loi uniforme.

Soit X une va de loi uniforme sur [0,0], ou 6 est inconnu. X représente le résultat d'un tirage aléatoire
équitable entre 0 et 0 et tout nombre a la méme probabilité d’étre tiré. Soit x une réalisation de X; si x =0,1,
on peut en déduire que 6 = 0, 1. Si x = 2, on peut en déduire que 8 = 2. Un choix raisonnable de la famille & est
I’ensemble des lois uniforme sur [0,0] pour 0 variant dans ]0,00[. Lespace des observations est X = [0,0] et §
est, par exemple, 'ensemble des boréliens de X. [P est défini par sa densité:

1

f(x)=6

Lio,01(x) )
Py est donc caractérisé par le parametre réel 6 et toute valeur de 6 définit une mesure de probabilité. On

notera cette famille de probabilités:
P={Py;0>0} 2)

Observons n réalisations xi, ..., X, d'une v.a. X, de maniere indépendante. Soient Xj, ..., X, les v.a.i.i.d. sous-
jacentes a ces observations. Les X; sont a valeurs dans (X,). Soit PP la loi commune des X;. (Xj,..., X;) est
appelé n-échantillon de X.

On appelle modele d’échantillonnage associé au n-échantillon, le triplet
(X", 3% {P®",Pe2?}) 3)

ol £ est une famille de probabilité définie sur (X, F).

(.

Par indépendance et identique distribution des X;, P®" est la loi du vecteur (X, ..., X;) et 'on rappelle que
la loi produit est définie par:

n
P*"(dx,...,dx,) = [ [ P(dx;) 4)
i=1

Exemple: répétition de n épreuves de Bernoulli indépendantes.
Le modele d’échantillonnage associé est ({0,1}",§*",{b(6)®",0 € [0,1]}), avec § = {®,{0}, {1}, 2}

Ce modele traduit simplement le fait que dans une expérience répétée de facon indépendante, la loi de
probabilité du n-échantillon est la loi produit et I’espace sous-jacent est le produit cartésien de l’espace associé
al’'un des éléments de I'échantillon.
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Figure 1.4 - maximum d’un échantillon uniforme : comment estimer 6 ?

Supposons que n = 10 et mettons qu’'une réalisation du n-échantillon soit (0,0,1,1,1,0,1,0,0,1). Nous sou-
haitons évaluer 6 a partir de cet échantillon. Comment peut-on procéder ?

Exemple: répétition de n épreuves d’'une loi uniforme sur [0, 6].

Supposons que n = 10 et que nous disposions de I’échantillon suivant: (0, 1;0,6;0,2;1,2;3;0,5;1,5;2;1;1,9).
Comment estimer 0 ?

1.2 Statistique sur un modele

Une statistique S sur un modele (X, §,2?) et a valeurs dans (Y, %) est une application mesurable

S:X—Y (5)
x—y=Sx) (6)

(.

Pour une réalisation x de X, y = S(x) est la réalisation de la va S(X).

Une statistique est donc simplement une fonction (mesurable). C’est ni plus ni moins qu'une variable aléa-
toire.

S

) X(w) Y (w) = S(X(w))

Figure 1.5 - La statistique S : R — R est une fonction mesurable qui transforme X en Y = S(X).

Exemple: variable binomiale et répétition de n épreuves de Bernoulli indépendantes.

n
S(X1, X2, Xp) = ) X (7)
i=1

Définit une statistique qui est la somme de toutes les observations du n-échantillon.

Toute statistique étant une fonction mesurable des données, elle permet de définir une variable aléatoire
a partir des données initiales. La loi image Ps de [P par S permet alors de définir un modele image a partir du
modele statistique initial.

Dans I'exemple précédent, la variables aléatoire est S(X) = Y., X; et la loi image est la loi binomiale Pg ~
B(n,0). Le modele image est donné par (Y,¥,{Ps: P € 22}). Considérer S plutét que X pour mener 'inférence
consiste a travailler directement dans le modeéle image par S:

P[Se B =P[S(X) € Bl =Ps(B) =P[X € ST (B)], VB€ By (8)

Exemple: Statistique définie par le maximum d'une loi uniforme sur [0, 0].
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S(X1, X2,..., Xp) = sUp X; 9)
i=1

Linformation concernant la loi inconnue de X au travers de la statistique S(X) est contenue dans la tribu
F(S) c F(X), etl’'on a égalité si, et seulement si, S est bijective. Habituellement, §(S) est plus petite que §(X) car
on attend d’une statistique qu’elle réduise la tribu et condense I'information.

1.3 Quelques types de modéles statistiques

1.3.1 Rappel: mesure dominée et théoreme de Radon-Nikodym

Etant donné deux mesures o-finies u et v sur 'espace (X, ), on dit que v est absolument continue par
rapport p et’on note v < y, si

VBeF,u(B)=0=>v(B)=0 (10)

On rappelle qu’en ce cas, le théoréme de Radon-Nikodym assure que v possede une densité f par rapport
a u définie par

v(B) =fo(x)du(x) an

On note f =dv/du. f est positive, mesurable et s’appelle densité ou dérivée au sens de Radon-Nikodyn de
v par rapport a u. Par exemple, la mesure de Lebesgue est définie par A(dx) = dx.

1.3.2 Modele dominé

Définition 4

Un modele statistique (X,F,2?) est dominé si, et seulement si, tout P € &2 est dominé par une méme
mesure p. 4 estla mesure dominante du modeéle.

Si un modéle est dominé par une mesure o-finie y, alors le modele image est dominé par la mesure us. En
effet, pour tout ensemble mesurable B,

ps(B) =0 < u(S'(B) =0= (P(S"(B) =0 < Ps(B) =0) (12)

1.3.3 Modele paramétrique

Un modele statistique (X, §,2?) est paramétré siles éléments de & peuvent étre décrit par un parametre.
Plus précisément, le modele est paramétré s’il existe une surjection A

A:®@— P (13)
0— Py (14)

On peut alors écrire 22 = {Pg,0 € B}. Si A est une bijection, on dit que le modéle est identifiable.

Le modele est paramétrique si ® c R” pour un entier p donné. Sinon, il est non-paramétrique.

(.

Exemple : épreuve de Bernoulli.

X suit de loi de Bernoulli b(6) paramétrée par 6 € [0, 1]. Le modele est donc paramétrique, identifiable car
a chaque valeur de 6 correspond une unique loi de Bernoulli. Ce modéle est également dominé par la mesure
de comptage discrete sur N.

Si, au lieu de considérer le parameétre 6, on choisit comme parametre cos? 8, le modéle n’est plus identifiable
car Py =Py, .

© 2025-2026 ENSAI 6



Figure 1.6 - Modele paramétrique.

Exemple : modele d’échantillonnage gaussien.

On consideére un n-échantillon de loi gaussienne de moyenne m et écart type o. Le modele statistique cor-
respondant

R", BR)®" {N (m,0*)®" : me R, > 0}) (15)
est paramétrique, dominé et identifiable. Il est paramétré par le couple (m,0?), dominé par la mesure de
Lebesgue sur R” et identifiable car toute loi gaussienne est caractérisée par sa moyenne et sa variance.
Exemple: modeéles non paramétriques.

Lensemble des lois de probabilités sur R n'est pas paramétrique. Il en est de méme de 'ensemble des lois
qui ont une densité par rapport a la mesure de Lebesgue ou bien I'’ensemble des lois réelles continues dont
la densité est symétrique. De facon générale, lorsque le parametre n’appartient pas a un espace vectoriel de
dimension finie, on parle de modele non paramétrique.

Exemple: modeles semi-paramétriques.

On peut s’intéresser a des problémes dépendant d'un parametre 0 € R”, mais également d'un autre para-
metre appartenant a un espace de dimension infinie. Ce second parameétre représente souvent un terme de
nuisance. On parle en ce cas de probléeme semi-paramétrique. Nous y reviendrons de fagon plus précise dans
le chapitre sur la robustesse.

1.3.4 Vraisemblance

On considere un modéle statistique (X, 5, {IPg ;0 € G)}) dominé par une mesure y o-finie. La vraisem-
blance du modéle est la fonction 8 — L(x,0) définie par

dPg(x) _ Pp(dx)

L(x,0) = =
(0) du(x)  du(x)

(16)

(.

La vraisemblance est exactement la densité de la loi Py, vue comme fonction de 6.

Soient (X, B) = (R, B(R)) et Py < A mesure de Lebesgue sur R; supposons que Py posséde une densité conti-
nue fy(x) par rapport a la mesure de Lebesgue et plagons-nous dans un modéle d’échantillonnage. C’est un
modele paramétrique dominé par la mesure de Lebesgue sur R” et la vraisemblance de Pg" relativement a A®"
est

n
L(x1, . X0, 0) = [ ] fo(xi). (17)
i=1

En effet, dPg(x) =Py (dx) = fo(x)dx = L(x,0)dx.
Exemple : échantillon uniforme sur [0, 0].
n1 1 2 1
L(6,0) = L(x1, o X0, 0) = [ | (511[0,@] (x,->) = = [T 1001000 = 22 T () as)
i=1 i=1

Ou x = (x1,..., X;) etla derniere indicatrice vaut 1 si, et seulement si, toutes les coordonnées x; du vecteur x
appartiennent a [0, 0].

Plagons-nous maintenant dans le cas ou (X,*B) = (N, 22(N)), ot Py < § mesure de comptage sur N; on a
alors, pour tout sous ensemble B de N

© 2025-2026 ENSAI 7



PglX€Bl=) PglX=x]= ) PylX=xl6(B) (19)

X€B xeN
avec O, (B) = 1si, et seulement si x € B et §,(B) = 0 sinon.
Le modele d’échantillonnage correspondant est dominé par la mesure discrete sur N” et la vraisemblance

de P;" par rapport a cette mesure est donnée par

n
L(X1,... Xn,0) = [ | PoX; = xi] (20)
i=1

Exemple : échantillon de Bernoulli de parametre 6.
n
L(x,0) = L(x1, ..., x2,0) = [] (61 =0)' 111,13 (x)) =0°(1 = )" Ly yn (x) @1
i=1
ou x = (X1,...,Xp), S= Z;‘zl x; etla derniére indicatrice vaut 1 si x; = 0 ou 1 pour tout i.

Attention ! Bien distinguer la densité d'une v.a. (fonction de x qui dépend de 8) de la vraisemblance d'un
échantillon ou d'une v.a. (fonction de 8 qui dépend de x).

Y-

L(x,0)

X(p) = Maxx; 0 .

Figure 1.7 — Vraisemblance d’un échantillon uniforme (gauche) et densité d'une loi uniforme (droite).

1.3.5 Modele homogene

Le support d'une mesure de probabilité P dont la densité par rapport a une mesure p est f est par définition
supp(f) ={xeR: f(x) > 0} (22)

Ce support n'est défini qu’a un ensemble de mesure nulle pres.

Définition 7

Un modeéle paramétrique est homogene si le support des lois Py est le méme.

Cela signifie également que le support ne dépend pas de 6, ou encore que toutes les lois de 2 sont équiva-
lentes, c.-a-d. :

v0,0', Py < Py (23)

Homogene implique dominé et dans un modeéle homogene, les ensembles négligeables sont les mémes
pour toutes les mesures Pg. Enfin, un modéle est homogene si, et seulement si,

Jv o —finie/ VO, Pg < vetdPy/dv>0v—-p.p. (24)

Pour la démonstration, voir I'ouvrage d’Alain Monfort « statistique mathématique » page 36.
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1.3.6 Modele exponentiel

Définition 8 N

Un modele statistique (X, §, {Pg; 6 € ©}) est exponentiel si, et seulement si,

o Il est paramétrique, dominé et homogene.
« Sa vraisemblance s’écrit

L(x,0) = h(x) exp ((A(6), T(x)) - B(6)) = h(x)e** TP (25)

(. J

h est mesurable et positive (a valeurs dans R, T = (71, ..., Tx) est une fonction mesurable de X a valeurs dans
R¥ et A(0) = (A1(0), ..., Ar(0)) une fonction de © c R” dans R, appelée parametre du modele. T est la statistique
privilégiée (ou naturelle) du modele. h(x) est appelé mesure de base. Enfin, § est une fonction de R? a valeur
dans R, appelée fonction de log-partition. Le produit scalaire de T par A s’écrit également

k
AeT=(AO), T(x)) =) Ai(0)T;x) (26)
i=1

Lorsque A(8) = 6, on dit que le parametre est canonique. En ce cas, la statistique T est dite statistique cano-
nique du modele. Si le modele est identifiable, c’est a dire si 6 — A(0) est injective, alors on peut reparamétrer
le modele avec le nouveau parameétre 1 € A = {1(0); 0 € ©}. Lorsque la fonction A1(8) n’est pas injective, on dit
que la famille est surparamétrée en 6.

Une famille exponentielle est de plein rang siles T; (x), ..., Tx (x) ne sont pas linéairement dépendants (presque
partout).

Exemple: épreuve de Bernoulli.

Le modéle est dominé, paramétré par 8, homogene (son support est {0, 1}) et la vraisemblance s’écrit
L(x,0)=0"1-60)""" =exp (xInf + (1 - x)In(1 - 6)) @27
0
=exp(xln(m)+ln(l—6)) (28)
Le modéle est donc exponentiel avec pour parameétre
A(0) —ln( 0 ) (29)
~l1-0

pour statistique naturelle T'(x) = x et §(0) = —In(1-0).
Exemple : échantillon de loi uniforme sur [0, 0]

La densité du n-échantillon par rapport a la mesure de Lebesgue sur R” est
1

f@(xly ---yxn) = en

]l[oyg]n (x1, ..y xn) (30)

ou l'indicatrice vaut 1 si, et seulement si, 0 < x; <6 pour tout i = 1,..., nn.
Le modeéle n'est pas homogene, il n’est donc pas exponentiel.
Exemple : loi multinomiale
Soit X = (X1, ..., Xp) une variable de loi multinomiale de parametres (7,0) ou 7 fixe, 6 inconnu et
p
@:{0:(91,...,0,,)5[0,1]"/26,-:1} 31)
i=1

Cette loi modélise le tirage de n objets appartenant a p catégories différentes, 8; étant la proportion d’objets
de catégorie i. La composante X; du vecteur X représente alors le nombre d’objets de catégorie i parmi les n
objets tirés.

Le modele statistique modélisant un tirage de X est un modele exponentiel. Il est dominé par la mesure de
comptage sur NP, homogene car le support de la loi est

© 2025-2026 ENSAI 9




n
supp(X):an{xeNp:inzn}z{xeNp:s=n} 32)

i=1

etla densité (discréte) est donnée par

n! P
p, 1 p, (x) exp Y xiInb; (33)
Xp! “

n! LI
ho(x) =Py [ X1 =x1,.., Xp = xp| = ———1p, (0[]0 =
[ P p] X1l xp! l_[ ! x!. i

i=1

On pourrait donc choisir comme parameétre (In6, ..., In6)) et pour statistique Xj,..., Xp, mais il s’agirait
alors d'un surparamétrage car la condition }. X; = n indique que la famille (X, ..., Xp) est liée. Elle est en fait
derang p — 1 et 'on préferera donc choisir comme statistique 7'(X) = (Xj, ..., Xp—1) et comme parameétre A(0) =
(In61/6)),....In0,-116))) et BO) = —nln@,. Dans cet exemple, on a donc k = p — 1. La représentation est dite
minimale lorsque les T; forment une famille libre. En ce cas, le cardinal de la famille (T;); s’appelle I'ordre de la
famille.

Exemple : échantillon gaussien

On considere un n-échantillon gaussien Xj, ..., X, de loi N (m,d?) et 'on pose 6 = (m,o2). Ce modele est
exponentiel (2 montrer en exercice en déterminant 1(0), B(0) et T(x)). Idem si o est connu et que I'on pose
0 = m, ou bien si m et connu et que I'on pose 6 = o (en exercice).

Exemples : modeles binomial, de Poisson, gamma

Un modéle binomial de parametres (n,0) est exponentiel et la statistique X est le parametre naturel (dans
le modeéle d’échantillonnage correspondant, S, = Y X; est le parametre naturel). Il est en de méme dans un
modele de Poisson de parametre 6.

Considérons un modele de loi gamma de paramétres (a, ), dont la densité est:
ﬁa a-1_-Px
—_— 1 34
@ X7 e R, (X) (34)
alors le parametre naturel est donné par la statistique (X,In X) (le prouver).
Propriétés des familles exponentielles.

Comme L(x,0) est une densité de probabilité, un calcul rapide montre que
B =In f h(x)e* T du(x) 35)
X

Cette formule justifie le nom de fonction log-partition (par analogie avec la physique statistique) et fait
apparaitre une formule proche d'une transformée de Laplace. Nous pouvons définir une nouvelle mesure pu* a
partir de p en posant

d *
;(m=mm 36)
U

de sorte que p* <« p et la vraisemblance associée est
L*(x,0) = exp ((A(0), T(x)) — B(0)) (37

L*(x,0) est également une densité de probabilité.

Nous supposons maintenant que (quitte a reparamétrer) 0 est le parametre canonique du modele. Les dé-
veloppements précédents nous amenent a poser les définitions suivantes:

Définition 9

Ftant donné une mesure u o-finie sur R¥ (donc en particulier une mesure de probabilité), on définit sa
transformée de Laplace par

gﬁzkéwwmm (38)

(.

Le sous-ensemble de X sur lequel cette transformée de Laplace existe (I'intégrale doit converger) est un
cone convexe et s’appelle I'espace canonique des parametres. Il est non vide si, et seulement si, ¢ est une
mesure de Radon (finie sur tout compact). Si p n’est pas concentrée sur un hyperplan, la fonction 8 — In L, (0)
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est strictement convexe et est une fonction analytique. Si deux mesures ont des transformées de Laplace qui
coincident sur une partie de 'intérieur de leur cone convexe, alors elles sont égales (toutes ces propriétés sont
admises).

Notons O(u) l'intérieur (au sens topologique) de I'espace canonique des parametres. Alors
dPg,,(x) = exp (0, x) —In L, (0)) dp(x) (39)
définit une famille de probabilité sur X. C’est la famille engendrée par u et de parametre canonique (ou

naturel) 0. Cette famille est homogene et dominée (par p). Les familles engendrées par deux mesures u; et uo
coincident s'il existe a € R" (en supposant que X = R") et b € R tels que

dp (x) = e=** P dp, (x) (40)
de sorte que I'on peut engendrer la famille par n'importe lequel de ses éléments.

Le modele image parla v.a. T est un modele exponentiel admettant pour densité e<?*>=P® (il suffit d’écrire
la définition pour s’en convaincre). Si’on considére maintenant la fonction génératrice ¢ des moments de la
v.a. T(X), on a par définition

P(s) =Eg [e=5TH>] = f h(x)e<0+sTD>=h0) gy (x) = PO+9I-FO) (41)

oi1 s € R¥, Les propriétés des fonctions génératrices (la dérivation en 6 sous le signe somme est licite)
donnent alors le théoreme suivant, qui permet le calcul des moments de T'(X) a I'aide des dérivées de la fonc-
tion de log-partition (a condition d’avoir un parametre canonique A(0) = 0).

Théoreme 10

L'espace canonique des parametres est convexe et pour tout 8 a l'intérieur de cet espace, les moments
de la statistique canonique T peuvent s’exprimer par
k ny+..+ng
[11)|=eP® AR 42)
l
i=1

E
00} .00}

(.

En particulier,

0
E[T;] = aTv-ﬁ(Q) (43)
1
62
V(T;) = — B0) (44)
69?
62
cov(T;, Ti) = ———pB(O) (45)
(1:.13) ae,-aajﬁ

Sile parametre n’est pas sous forme canonique, on peut tout de méme calculer les moments de la statistique
T, sous certaines conditions: supposons © c R ouvert et A1(0) bijective. Supposons également que A et § soient
deux fois dérivables sur ©. Alors:

p'©)
Eo [T(X)] = 46
o [T(X)] 70 (46)
1
Vo (T(X)) = 107 (8" @A) - ©)A"(0)] (47)
En effet, la bijectivité de la fonction A permet d’exprimer ce parametre en fonction de § en posant
A=pA"10) (48)

Puis pour s assez petit pour que s+ A appartienne a ©, de définir la fonction génératrice des moments dont
la dérivée en 0 donne les résultats ci-dessus.

Exemple: loi de Bernoulli

Nous avons vu que A(6) =1n (%), soit encore @ = e}/ (1+e’). La fonction de log-partition, aprés reparamé-
trage, devient
BN =A0) =In(1 +eh) (49)

Sa dérivée premiere vaut e*/(1 + e*) = 6 qui est bien 'espérance d’une loi de Bernoulli de parameétre 6 et sa
dérivée seconde vaut (1 — ) (a vérifier) qui est bien égale a la variance.
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Bayes:
P(B|A)

I+-

Figure 1.8 — Illustration de la formule de Bayes.

1.3.7 Modéele bayésien

Soit @ une tribu sur I'’ensemble © des parameétres.

Définition 11

Un modele bayésien est un modele statistique (X, 5, {IPg ;0 € @}) muni d'une loi de probabilité IT sur
I'espace (©,0)

IT s’appelle la loi a priori. Dans un tel modele, une valeur 8 du parametre est la réalisation d'une variable
aléatoire T de loi IT.

On dispose alors de trois lois: 1a loi a prioriIl, la vraisemblance L(x|8) qui est également la loi conditionnelle
de X sachant 0 (loi conditionnelle des effets sachant les causes) et la loi a posteriorinotée L(0|x) (loi des causes
sachant les effets).

Notons T une v.a. de loi I1. La formule de Bayes appliquées aux différentes densités (cette formule est ad-
mise) donne, pour presque tout x:

,0 0
Frix@,x) = Txir (6, 0) fr(©0) (50)
fx(x)

Propriété

La vraisemblance a posteriori L(0]x) est proportionnelle au produit L(x|8) x I1(6) de la vraisemblance et
de la densité a priori.

Le coefficient de proportionnalité est la densité marginale fx(x) de X.
Exemple:

Considérons un n-échantillon X = (X, ..., X;) de loi de Bernoulli de parametre 6 inconnu. Cette expérience
modélise le lancer de n tirages a pile ou face dont on souhaite déterminer la probabilité 0 de faire pile. On pense
que la piéce est truquée et des observations passées amenent a définir la loi a priori de 8 comme une loi béta
de parametres (a, b). La vraisemblance de I'’échantillon s’écrit

n
L(x,0) = l_[ L(x;,0)=6°1-6)""° (51)
i=1

avec s=Y." | x;. D'apres la formule de Bayes, la vraisemblance a posteriori sera proportionnelle a

s 1 - _
L(0]x) x 65(1-6)" Smea 11-6)""010) (52)

A une constante multiplicative pres, il s’agit de la densité d’une loi béta de parametres (s + a, n — s + b).
Exemple:

Considérons un n-échantillon gaussien X = (X3, ..., X;;) de loi A/ (6, 02) dont nous souhaitons estimer le pa-
ramétre inconnu @ (la variance o est supposée connue). La loi a priori sur la moyenne 6 est une loi gaussienne
N (a, b?) également, d’hyperparamétres a et b*:
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1) = (216%) " exp (—%(9 - a)z) (53)

La vraisemblance de I'’échantillon est

L(x10) = (2m0%) " exp (—ﬁ i_il(xi —9)2) (54)
Laloi jointe de (X, H) a pour densité
Jox,m(x,0) = (anz)_l/2 (27102)_”/2 exp (—%2 (% + % +6 biz + n%) - (% + %ﬁ)) (55)
oux=_>Qx;)/n et x2 = & xl?)/n. Posons 7T et m tels que:
r_1.n
2 52
Alors la loi jointe a pour forme
fox.m(x,0) =yexp(—A/2) (57)
ou
y=(b?)"? (2n0?) " (58)
et
A:Tiz(92—2me)+z—j+’;—xz2 (59)
Finalement la loi jointe peut s’écrire
ﬁX,H)(x,9)=}/xexp(g—%—%ﬁ) X exp (—#(G—m)z) (60)
= constante x C(x) x A (m, 12) (61)
Lexpression C(x) ne dépend pas de 6. La densité de X va étre de la forme C(x) x (2n12)~Y2 et finalement la

vraisemblance a posteriori suit une loi A (m, 72). m et 72 peuvent s’écrire de la fagon suivante:

12_(i+£ ‘1_ bv?c?in 62)
“\p? e2] T o?in+b?
et
2(a +nf) b2a?in (a +n}) o?/n N b _ (1-Va+ A% ©63)
m=17‘l—+t—|=—x|—+—| = a XxX=U-A)a X
b? o2 o?/n+b> \b?2 o2 o2/n+b? o’ln
(64)

ol 1 € [0, 1] est une pondération entre la variance des observations et celle de la loi a priori. Les expressions
de m et T montrent qu’au fur et a mesure que le nombre d’éléments dans I'échantillon augmente, le poids des
observations est de plus en plus important par rapport a l'a priori.

Il existe bien d’autres types de modeles statistiques: modeles dynamiques, modeles de régressions, etc.
(voir, par exemple, le cours d’Alain Monfort « Statistical Methods of Econometrics » ou son ouvrage « mathé-
matique statistique » aux éditions Economica).
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Chapitre 2

Estimation ponctuelle

2.1 Définitions et propriétés des estimateurs

2.1.1 Estimateur, biais et erreur quadratique

On se place dans un modéle statistique paramétrique (X,§,2?) avec & = {Pg,0 € 0} et 'on considere une
variable aléatoire X ~ P.

Définition 13

Un estimateur S (ou S;;) de 8 est une statistique a valeurs dans un sur-ensemble de ©.

Un estimateur doit étre une fonction des seules données et ne pas dépendre du parametre 6 qu’il est censé
estimer. On attend bien sir d'un estimateur qu’il donne une valeur proche de la vraie valeur de ...

On utilisera souvent les notations S; ou T, (S ou T) pour un estimateur (en omettant parfois le n, mais en
se souvenant que 'estimateur dépend de I'échantillon, donc de n).

Définition 14

Le biais d'un estimateur S est la quantité
bO) =Eg[S] -0 (1)
Lerreur quadratique moyenne de I’estimateur est

Eg[(S—0)*]=I1S—0ll5 = Vg(S) + b(6)* )

.

Si b(0) # 0, on dit que I'estimateur est biaisé.

Exemple:

2 samoyenne empirique

Considérons un n-échantillon Xj, ..., X, d'une va X d’espérance m et de variance o
X=( i 1 Xi)/ n et sa variance empirique:
=1 i(x -X)? 3)
"nim
X et S2 sont des estimateurs respectifs de la moyenne m et de la variance o de X.

On voit facilement que E[X] = m et un calcul rapide (a faire) donne [E[Sfl] = ”7_102.

X est donc un estimateur sans biais de m tandis que S est un estimateur biaisé de la variance.

2.1.2 Propriétés asymptotiques et théorémes limites

Considérons un estimateur S,, de 8 dans un modele d’échantillonnage. On dispose alors d’'un échantillon
X1,..., X, de va.ii.d. de loi Py et S, est une fonction S(Xj, ..., X;,) de (X,..., X;;), de sorte que S,;, dépend de n.
On dit que:

14



S, est asymptotiquement sans biais si

nLiIPoo[EH[S”] =0 4)
S, converge en moyenne quadratique si
SuL-0 (5)
S, est fortement consistant pour 6 si
Su B0 ®)
S, est consistant pour 0 si
Sn—2 6 @)

On rappelle en annexe les différentes notions de convergence d’'une suite de variables aléatoires, leurs dif-
férentes notations et leurs propriétés principales. En particulier, S, converge en moyenne quadratique si, et
seulement si,

lim IS, —0ll= lim E[|S,-01*] =0 8)
n—+oo n—+oo
De méme S, est fortement consistant pour 0 si
V0, [FDQ[ lim s,,:e] =1 )
n—+oo

De la méme fagon, S est consistant pour 6 si, et seulement si,

Ve>0, lim Pg[|S,—-0|>€]=0 (10)
n—+oo

On note également S;, =0 + o p(1). Dire que X,, = o p(1) signifie que X,, tend vers 0 en probabilité (sous P).

La consistance forte implique la consistance et la convergence en moyenne quadratique implique la consis-
tance.

On rappelle la condition pour qu’'une suite de v.a. (S;;) , converge en loi vers une v.a. S. On notera ~~ ce type
de convergence. Si F,, et F indiquent respectivement la fonction de répartition de S, et de S, alors

Sp~~S = nlirP F,(x) = F(x), Vx ou F est continue. 11
—+00

On rappelle sans démonstration les deux théorémes (importants) suivants:

Théoréme 15 Loi forte des grands nombres]

Soient Xj, ..., X;; un n-échantillon d'une v.a. X de loi P o1 P admet un moment d’ordre 1 noté E[X] = m.
Alors :

X=

S| =

n —
Y X 2 m (12)
i=1

(.

La vitesse de convergence vers la limite est précisée par le théoreme de la limite centrale.
On parle de v,,-consistance pour indiquer que v, estla vitesse de convergence. Dire que S, est v,-consistant
revient a dire que la suite est bornée en probabilité, c.-a-d. que :

Un(Sp—0)=0p(1) (13)

Théoréme 16 de la limite centrale]

Soient Xj, ..., X, un n-échantillon d’'une v.a. X ~ P o1 m = E[X] et 02 = V(X) existent. Alors

V(X -m)~ A (0,06°) (14)

De facon équivalente, on a:
(X —m)/(o/vVn) ~ A (0,1) (15)
On dit que l'estimateur S, est v,-consistant et asymptotiquement normal si
Un(Sp—60) ~ A (0,Zg) (16)

Yy est une matrice p x p symétrique et positive (p est la dimension de 8); c’est la matrice de covariance de
la loi limite.
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Figure 2.1 — Gauche : illustration de la LFGN: un échantillon i.i.d. de taille n est généré et sa moyenne empi-
rique X, est calculée pour des valeurs de n de plus en plus grande. Droite: illustration du TLC : pour n = 100,
comparaison de la densité théorique d'un échantillon avec la densité gaussienne standard (en rouge).

2.2 Estimateurs plug-in

2.2.1 Fonction de répartition empirique
Nous supposons ici que X =R.

Considérons un n-échantillon de X ~ P € 22. Nous ne connaissons pas cette loi et 'une des questions im-
portante de I'inférence statistique est de savoir si, lorsque la taille de 'échantillon tend vers l'infini, nous allons
étre capable de déterminer ?, en accumulant de plus en plus d’observations.

Trouver P est équivalent a trouver F, la fonction de répartition de la loi.

Définition 17

La mesure empirique des observations du n-échantillon est la loi de probabilité
1 n
Pp=—) 0x, a7
n =i

La fonction de répartition empirique du n-échantillon est la fonction de répartition de la loi empirique.

Elle est définie par
1 n
Fn(x) =P, —o00,x]) = o Tix;<x (18)
=1

1

2N F,(x)
F(x)

S~

P, :

S

i =

X3 X1 Xg X5 X2 Xg X X2  X@) Xm

Figure 2.2 - Mesure et fonction de répartition empirique

P, est une mesure aléatoire, en ce sens que pour tout borélien B, P, (B) est une fonction des X;, donc une
v.a. C’est une mesure discrete qui associe un poids de 1/n al’observation X;.
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F,, est une fonction croissante, continue a droite et admettant une limite a gauche (on dira « cadlag »).

Notons X(;) la ieme statistique d’ordre de I'’échantillon (olt X(;) est le minimum des Xj,..., X, et X, le
maximum). On rappelle la formule essentielle suivante:

E(TA]l =P(A) (19)
Alors:
Osix< X(l)
Fp(x)=4 i/nsi Xy =x<Xisn (20)
lsix= X(n)

Pour tout t, n et i, on a égalité des évéenements suivants:

[X(i) < x] = [nFp(x) = i] (21)
X X Xa  Xo Xs)
X3 X1 X5 Xo X X4
v~

i termes avant x

Figure 2.3 — Statistique d’ordre

1l est clair que F; (x) est un estimateur de F(x) = P[X < x]. En effet, E[F,(x)] = F(x) et V(Fp(x)) = F(x)(1 —
F(x))/n. nFy(x) estla somme de n v.a.i.i.d. de loi de Bernoulli de paramétre F(x) et leur somme suit donc une
loi binomiale de parametres n et F(x). La loi forte des grands nombres assure alors que, pour tout x fixé, F,(x)
converge vers F(x) presque slirement et le théoréme de la limite centrale donne le résultat suivant:

Théoreme 18

VX €ER, v (Fy(x) = F(x)) ~ A (0; F(x)(1 - F(x))) (22)

2.2.2 Lethéoreme fondamental de la statistique

Dans théoreme le précédent, la convergence a lieu pour tout x réel fixé. Le théoréme suivant assure que la
convergence presque siire de la fonction de répartition empirique vers la fonction de répartition de la loi limite
est uniforme en x.

Théoreme 19 de Glivenko-Cantelli]

Pg—p.s.
||Fy = Flloo = sup | Fp(x) - F(x)] =50 23)

x€R

Ce théoréme est trés important (c’est le théoreme fondamental de la statistique) car il assure qu’en prenant
de plus en plus d’observations, la mesure empirique converge bien vers laloi limite de la vraie variable aléatoire.

Démonstration:

Soit Y une v.a. réelle de fonction de répartition G et soit U une v.a. de loi uniforme sur [0, 1]. Soit

12 12
An=lIFy=Fllo=sup|= ) Lix;=xg—Fx)|=sup|= Y 1 ip-11y,<y — F(x) (24)
xeR [ ;5 xeR [ ;3
car X; et F~1(U;) ont méme loi pour tout i.
1 & 12
n=sup|— Z Ly;<r@) —F(x)| = sup |— Z Tiy<s—s (25)
xeR [ ;5 seF®R) | 1 ;=1
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illustration de la normalité asymptotique. Bas: détail de la convergence de quelques F,, vers F (crédit Arthur
Charpentier).

Les U; sont des v.a.i.i.d. de L! et la loi forte des grands nombres s’applique donc (pour chaque s fixé) : il existe
N;cQtelque P(Ng) =0et Vo ¢ N,

n
—+00

1 n
=Y Lyw=s — $ (26)
niz

Soit N = Use0,1jng Ns. On a P(N) = 0 et Vw ¢ N, Vs € [0,1]nQ, la convergence précédente est vérifiée. La

fonction

1 n
Po(8) == Ly ws=s 27)
niz

est clairement positive et croissante. Elle converge donc simplement vers s quand »n tend vers 'infini, et ce
Vw ¢ N. Le lemme de Dini assure alors que la convergence est uniforme (le lemme de Dini est rappelé en
annexe). [

La vitesse de convergence dans le théoreme de Glivenko-Cantelli est précisée par le:

Théoréme 20 de Kolmogoroff—Smirnov]

Vl|Fp = Flloo ~ K (28)
ol K est une variable aléatoire de fonction de répartition

k] -2k
PIK=x]=1-2) (-1 e 2 29
k=1
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Démonstration:

La preuve origniale est due a Kolmogorov. Une autre preuve a été donnée par Doob. En voici simplement
I'idée directrice: pour tout x € [0, 1], on pose D, (x) = v/n(F,(x) — F(x)). Cette fonction aléatoire est nulle en 0 et
en 1, et posséde n sauts de discontinuités de hauteur 1/n. D’apres le théoreme de la limite centrale (multidi-
mensionnel), si0 < x; < ... < x§ < 1, la suite de vecteurs (D, (x1), ..., D, (X)) nen converge en loi vers un vecteur
gaussien centrée de matrice de covariance V = (x;(1 - x;));;. La suite (D), converge alors vers un processus
continu appelé pont brownien. On peut montrer que le résultat subsiste lorsque I'on passe a la norme infinie.

O

Cette loi sert a tabuler le test de Kolmogorov-Smirnov (nous reviendrons dessus dans le chapitre sur les tests
statistiques). On peut par ailleurs montrer que si F est continue, alors la loi de ||F;, — F|| est indépendante de
F (c’est une statistique libre). On dispose aussi de I'inégalité uniforme suivante (admise), appelée inégalité de
Dvoretzky-Kiefer-Wolfowitz:

Inégalité DKW

Ve>0, P[||Fy — Flloo > €] < 2¢72n¢" (30)

2.2.3 Notion de fonctionnelle statistique

Définition 22

Une fonctionnelle statistique ¢ est une fonction de [P. Elle est linéaire si elle est de la forme

ol() :fa(x)d[P’(x):[Ep[f(X)] (E20)

(.

La forme la plus générale de fonctionnelle est i (Ep[f(X)]) pour A et f fonctions données.
¢p: 2 —R (32)
P— ¢(P) (33)

¢ est une forme « linéaire » sur un ensemble de probabilités (attention, & n’est pas un espace vectoriel). On
parle de fonctionnelle de Von Mises (1932)

Exemples:
La moyenne: m(P) = [ xP(dx)
La variance: 2 (P) = f(x —m(P)2P(dx)

La médiane: m,(P) = F~!(1/2) avec F~!(p) = inf{t € R: F(¢) > p} inverse généralisée de F.

Définition 23

Un estimateur « plug in » est obtenu par substituant P, a ° dans une fonctionnelle statistique: T = ¢(P,).

Pour une statistique linéaire ¢p(P) = [ f(x)P(dx), I'estimateur plug-in associé est

1 n
¢En) = Y X)) (34)

i=1

2.2.4 Propriétés des estimateurs plugin

Siae L1(P), c’est a dire si f [ f(x0)|dP =E[|f(X)I] < oo, alors la loi forte des grands nombres s’applique et

P@n) 2 o @) (35)
Si f e L2(P), c’estadiresi [|f(x)|*dP = E[f(X)?] < 0o, alors le théoréme de la limite centrale s’applique et
VipP,) - pP®) ~ N (O,T(P)z) (36)

avec 7(P)? = [(f(x) — p(P)%dP
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2.3 Estimateur par substitution

Définition 24

Soit T un estimateur de 6 et ¢ : © — R? une fonction mesurable.
Un estimateur par substitution de y/(0) est un estimateur de la forme ¥ (7).

(.

Théoreme 25 de I'application continue]

Soit T un estimateur (fortement) consistant de 6.
Soit 1 : © ¢ R” — R une fonction continue.
Alors y/(T) est (fortement) consistant pour ¥ (6).

.

Démonstration:

. . . . Pg—p.s.
e T = T, est un estimateur fortement consistant si, et seulement si, T, o 0.

Il existe alors un ensemble Q tel que Py(Q) =1 et Vo € Q, lim,;—. 4o Ty (w) = 6. Par continuité de ¥, on a

1M 100 W(Th(@)) = w(0), Yo € Q. Ainsi, w(T,) | = w(0).

» Pour montrer que la consistance de T}, vers 6 implique celle de y/(T},) vers ¥ (), nous allons montrer de
facon plus générale que si T}, converge vers T en probabilité, alors ¥(T},) converge vers ¥ (7T) en probabilité:

Soit € > 0. Quelque soit §, soit Bs I’ensemble des x tel qu’il existe y vérifiant ||x— y|| < J et ||y (x) —w(y)|| > €.
SiT ¢ Bset||lw(T,) —w(T)||>e€, alors ||T, — T|| = 6. Notons Bs = [X € Bs]. On a alors:

Ae = [Ily(Ty) —w(Dl > €] = tw € Q: |ly(Ty) —w(D) > €} 87
Ac=(4cn B5) U (Ao (38)
P(Ac) <P (Ac 1 Bs) +|P>(A€ mE) 39)
P(A) <P (Bs) +PlIT, — Tl = 6] (40)

car [||T, - Tl| = 6] < Ae N Bs

Le second terme tend vers 0 quand n tend vers I'infini, pour tout § fixé. Le premier terme tend vers 0 lorsque
6 tend vers 0 en décroissant, car la suite d’ensembles (Bs)s décroit vers 'ensemble vide (par continuité de v).

» La propriété est également vraie pour la convergence en loi; c’est alors une conséquence du théoréme de
Portmanteau . [J

Théoréme 26 Méthode delta en dimension 1]

Soit T; un estimateur de 0 tel que v, (T, —0) ~ T
Soit ¥ : © c R — R dérivable. Alors

Un (W(Tp) —w(0)) ~ ¢/'(T) 41)
Si T, A.N. avec v, (T, — ) ~ A (0,0?), alors w(T,) A.N. et

Un (W (Tn) — (@) ~ A (0,9 (0)%0?) (42)

(.

1. Portmanteau veut dire « fourre tout » en anglais. Patrick Billingsley a écrit un ouvrage célebre sur les convergences de variables
aléatoires: « Convergence of Probability Measures ». Dans cet ouvrage, il attribue le théoréme a Jean-Pierre Portmanteau, de I'université de
Felletin, petite commune francaise de la creuse. L'article est daté de 1915 et intitulé « espoir pour 'ensemble vide ». Il s’agit d’'un canular. Le
théoréme a en fait été prouvé par Alexandre Alexandrov vers 1940. Alexandrov était le directeur de thése de Grigori Perelman, qui a obtenu
la médaille Fields pour avoir démontré la conjecture de Poincaré. Il a refusé cette médaille, ainsi que le prix Wolf d’'un million de dollars
qui I'accompagnait.
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Théoreme 27 Méthode delta multidimensionnel]e}

Soit T, un estimateur de 0 tel que v, (T, —0) ~ T
Soit 1 : © c R” — R? une fonction différentiable de matrice jacobienne J. Alors

vn (W(Tn) —y(©)) ~ dye(T) 43)
et si Ty, est asymptotiquement normal avec
Un (T —0) ~ AN(0,29) (44)
alors w(T,) est asymptotiquement normal et

Un (W(Tn) =y (@) ~ N (0, x Zg x JT) (45)

(.

Remarques et cas de la dimension 1:

dwg(h) estla différentielle de ¥ au point 0, calculée en k. Lorsque d = 1, la différentielle est égale a ' (0) x h.
Si nous notons Jy,(8) la matrice jacobienne de v en 8, alors dyg(h) = J;;(0) x h.

J=Jye € R?*P est la matrice jacobienne de et J© = ]$ sa transposée. Dans le cas de la dimension 1,

©)
on a simplement J2JT = /() x af), ol ag est la variance de la loi normale asymptotique.

Exemple:

Soit (X, ..., X;) un n-échantillon d'une v.a. X de loi de Bernoulli de parametre 0 €]0, 1[. Soit X, la moyenne
empirique de I'échantillon. D’apres le théoreme de la limite centrale,

\/Z(Yn - 6) —~ N(0,0(1-0)) (46)

Posons y(0) = 2arcsin V0. U’(Xn) est un estimateur de y(0) et puisque y est dérivable, alors W(Xn) est
v/n-consistant et asymptotiquement normal.

Comme
1
") = —— 47
v (0) o0 47)
Alors J2J' =y/'(0)> x0(1-60) =1 et 'on a donc
Vn (2 arcsin \/ X, — 2arcsin \/5) ~ N (0,1) (48)

Exemple:

Soit (Xj, ..., X») un n-échantillon d’'une v.a. X de loi exponentielle (a la francaise) de parametre 6 > 0, que
I'on souhaite estimer. Soit X, la moyenne empirique de I’échantillon et soit A = 1/6. On sait que

E[X] = A et V(X) = A2 (49)

D’apres le théoréme de la limite centrale, /7 (Yn - /1) ~ N (0,12)

Posons y(x) = 1/x qui est différentiable sur ]0, +oo[ avec 1//’(x)2 =1/x* En appliquant la méthode delta, on
en déduit que
1
g(_——G)WW(O,l) (50)

n
Premiere démonstration de la méthode A:

Lidée de la démonstration consiste a effectuer un développement limité de y al’ordre 1 au voisinage de 8,
puis en remplacant dans le reste R(h) la variable & par la variable aléatoire 7, — 0 de montrer que ce reste tend
vers 0 en probabilité. Nous utilisons deux lemmes démontrés en annexe:

Lemme 1: Soient (v;,), une suite réelle positive tendant vers l'infini et (X,), une suite de v.a. Si (v, Xn)»
converge en loi, alors (X},), converge en probabilité vers 0. [J
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Lemme 2: Soit (X,,),, une suite de v.a. convergeant en probabilité vers 0 et ¢ une fonction vérifiant ¢(h) =
o(||h|IP) quand & tend vers 0 pour p = 0. Alors ¢(X,,) = Y| X,||P pour une suite (Y;), tendant vers 0 en proba-
bilité. [

Si y est différentiable, alors

w0+ h) —w(0) =dyg(h) + ol hll) (51)

Supposons I'existence d'une suite v, tendant vers I'infini et d'une suite d’estimateurs T}, tels que

V(T —0)~T (52)
Soit R la fonction représentant le reste dans le développement limité a 'ordre 1 de y en 6.
R =y©O+h) —-y(O)—dye(h) (53)
Par différentiabilité de v, R(h) = o(||h||) et d’aprés le lemme 2,
R(Tn = 0) =y(Tn) —y(0) —dyy (T, —0) = Yull T - 01| (54)
Pour une suite de v.a. (Y;), tendant vers 0 en probabilité. En multipliant par v, il vient
Un (W(Tn) =9(0)) = dwo(vn(Tn = 0)) = v Yull T, Ol (55)

D’apres le lemme de Slutsky, le terme de droite tend vers 0 en loi, donc également en probabilité. De nou-
veau grace au lemme de Slutsky, v, (w(T,) —¢(0)) et dyg(v,(T, —6)) ont méme limite en loi et par continuité
cette limite vaut dyy (7).

|

Seconde démonstration de la méthode A:

Le principe est le méme que dans la premiére démonstration, mais la démonstration est simplifiée par
I'introduction de la notion de tension et I'utilisation des o stochastiques.

Si v est différentiable, alors
w(@+h)—w(O) =dyg(h) +o(|hl]) (56)
Supposons I'existence d'une suite v, tendant vers I'infini et d'une suite d’estimateurs T}, tels que
V(T —0)~~T (57)

Alors T, = 0 + op(1) (la suite est uniformément tendue, d’apres le théoréme de Prohorov) et d’apres le
lemme de Slutsky, T,, — 0 converge vers 0 en probabilité. Soit R la fonction représentant le reste dans le déve-
loppement limité a I'ordre 1 de ¥ en 6.

R(W =@+ h) —y(©O) - dyg(h) (58)

Par différentiabilité de v, R(h) = o(||h]]). Les propriétés des o stochastiques (rappelées en annexe) per-
mettent alors d’écrire que

R(Ty=0)=w(Ty) —w (@) —dye(T,—0) = 0p (T, -0l (59)
car v, (T, —0) est tendue. En multipliant par v, il vient
Up (W(Tn)—w(e))—dWe)(Un(Tn—Q)) =op(l) (60)

donc, I'écart entre vy, (W(T,) —w(0)) et dyg (v, (T, —6)) tend vers 0 en probabilité. Par ailleurs, la multipli-
cation (matricielle) est continue, et par le théoreme de I'application continue, dy g (v, (T, —0)) ~ dwo(T) et
dyg (v, (T, —0)) tend vers 0 en probabilité. Finalement, le lemme de Slutsky montre que v, (w(Tn) - 1//(0)) ~
dyg(T).

En appliquant le théoréme au cas ol T est gaussien, on obtient que v/7(y(T),) =y (6)) ~ A (0, ] x Zg x J1).
|
Premier exemple en dimension 2:

On suppose que Tj, = (Xj, V)T vérifie (T, — m) ~ A (0,%) avec m = (0,1)7 et = = Id. Quelle est la loi
asymptotique de X, Y, ?
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On pose ¥(x,y) = xy. Cette fonction est de classe C! sur R? et sa matrice jacobienne est J = i/ (g—f’:, g—‘;’) =
(3, x). Appliquée en m, on a J(m) = (1,0) et par suite
Jm) xEx Jm)T =1 (61)
On en déduit donc que v/nX,,Y,, tend en distribution vers une variable de loi .4 (0, 1).
Second exemple en dimension 2:

Considérons un n-échantillon (X, ..., X;;) d'une v.a. X telle que E[X*] < co. On note a; = E[|X|7] pour i =
1,.,4 et @ = (a1, a2)’. On note également

X=1ym x; , X2=1y7 X2 et $2=1y" (-X0° 62)

——\T N
Soit T, = (X , XZ) . Soit w(x,y) = y— x2. Alors S? = ¢/(X, X?). Le théoréme de la limite centrale multidimen-
sionnel s’applique et donne

| A2 M )

X2 a 0 az—a1ax  as—a;

La fonction ¥ est polynomiale donc différentiable et sa différentielle en (x, y) est dy (x,y)(h, k) = =2xh + k.
La méthode delta appliquée a ¢ donne alors
\/ﬁ(Sz —(ap— af)) ~ N (0,-4a] — a5 +8atar —daas +ay) (64)
Cette loi normale estlaloi de la variable aléatoire —2a T; + T» ou1 (T1, T»)’ estle vecteur limite de v/n (T, — ).
Lorsque les variables sont centrées, c’est a dire lorsque a; =0, le résultat devient
Vi (S?—ay) ~ N (0,04 - a?) (65)

Exemple:

Soit (X1, Y1), ..., (Xy, Yy,) un n-échantillon d'un vecteur gaussien (X, Y) dont le coefficient de corrélation li-
néaire est noté p. Le coefficient de corrélation empirique est par définition égal a

s (-3 [n-7)

On=
n ;1=1 (Xi_Y)ZXZ?:I(Yi—V)Z]”Z

Le théoréme de la limite centrale et la méthode delta montrent que v/7(p, — p) est asymptotiquement nor-
male. On peut montrer (a faire en exercice) que

Vi, —p) ~ A (0,1 - p*?) (67)

La méthode de stabilisation de la variance ameéne a chercher une fonction différentiable ¥ dont la dérivée
vaut (1- p?)~!. On pose donc naturellement (p) = arctanh p et une nouvelle application de la méthode delta
montre que

Vi (pn) —w(p) ~ A (0,1) (68)

2.4 Estimateur des moments

Etant donné une variabe aléatoire X, on note my(0) = Eg [ X*] son moment théorique d’ordre k et

1 n
() =— 3 xF (69)
i=1

le moment empirique d’ordre k d'un n-échantillon de X.

Définition 28

Lestimateur des moments de 6 € © c R est la solution § du systeme a p équations, d'inconnue 6:

my () = m; (0)
: ou encore, de facn matricielle M(6) = M(0) (70)
mp (9) = ﬁ’lp (9)
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0 est un vecteur a p coordonnées; dans le cas ol p = 1, 'estimateur des moments est obtenu en identifiant
moyenne théorique et empirique.

Exemple:

Considérons un n-échantillon (Xj, ..., X;;) de X suivant une loi de Poisson de parameétre § inconnu. On sait
que E[X] = 6. On va donc poser comme estimateur des moments de 6 la statistique X = /71, (6).

Exemple:

Considérons un n-échantillon (Xj, ..., X;;) de X suivant une loi exponentielle (a la francaise) de parametre 6
inconnu. On sait que E[X] = 1/6. On va donc poser comme estimateur des moments de 0 la statistique T}, telle
que

(71)
Exemple:

Lestimateur des moments d'un n-échantillon de loi uniforme sur [0,0] ou @ est le parameétre inconnu est
donné par la statistique T),, = 2X (a faire en exerice).

Exemple:
Lestimateur des moments d'un n-échantillon gaussien de loi A (m,c?) pour le parametre 0 = (m, 02) est
donné par le couple (X, S2) (a faire en exerice).

2.4.1 Propriétés des estimateurs des moments

Soit M(0) = (m1 ,..., m,,(e))’ le vecteur des moments d’ordre 1 a p de X et M(®) celui des moments empi-
riques (les moments empiriques dépendent de 6 via les v.a. X;).

* Si M : ® — RP est bijective, alors

6=M"1oM©O) (72)
M) "2 M) 73)
n—+0o

o Si M est bijective et M~! est continue, alors

62> g (74)

n—+oo
« Si de plus M~ est différentiable et Pg a un moment d’ordre 2, alors
vV (M©) - M(©)) ~ A (0,Z ) (75)
et

Vn(6—-8)~ 40,2 ) (76)

avec = g = (cov(X', X7); ;i) ,etZg=J3 % U

.

Démonstration

La méthode des moments met en jeu des estimateurs plug-in dont les fonctionnelles statistiques sous-
jacentes sont simplement les moments des v.a. X;. Les propriétés de la méthode des moments découlent im-
médiatement des propriétés des estimateurs plug-in du paragraphe précédent:

* Si M est bijective, alors 0 est défini de facon unique et la loi forte des grands nombres assure la conver-
gence presque stire de M vers M (les X; sont des v.a.i.i.d. et le moment d’ordre p existe par hypothese).

« Si de plus M~ est continue, alors le théoréme de I'application continue montre que 6 converge p.s. Vers
0 et!’'on a donc consistance forte.

o Si M~ est différentiable, le théoréme de la limite centrale et la méthode delta s’appliquent (si p > 1).

Jum est la matrice jacobienne de M; en notant m la variable de M, le théoréeme d’inversion locale permet
d’écrire que
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Ty (m) = Ty (@)} 77)

Exemple:

Soit (X, ..., X) un n-échantillon de X ~ B(a, ), dont la densité est
_ Tla+p)

g(x) = NTF(,B)xa_l(l - 0P M) (78)

avec a, § > 0. Lestimateur des moments de (&, ) est la solution de

X =E[X] = %
{ X2 = F[ X2 f+ﬁ ala+l) (79)
=E[X"] = (a+P)(a+p+1)
La fonction
x,y) = X x(x+1) (80)
Vi) = x+y (x+)(x+y+1)

est de classe C! et inversible sur 10, 1[2. En inversant cette fonction, on trouve I'expression des estimateurs

en fonction de X et X2 :

. X(X2-X)
(XZ—_Z —
X -Xxs (81)
~ (X2-X)(1-X)
,62_2—_
X - X2

et ces estimateurs sont consistants et asymptotiquement normaux (a faire en exercice).

2.5 Estimateur du maximum de vraisemblance
2.5.1 Définition, propriétés et exemples

Définition 30 ~

Un estimateur du maximum de vraisemblance de 6 (on notera e.m.v.) est, sous réserve d’existence, une
solution de I'équation

6 = argmax L(X, 0) (82)
0€6

|\ J

Ce maximum peut ne pas exister, n’étre pas unique, ou étre difficile a calculer.

Déterminer le maximum de vraisemblance est équivalent a déterminer le maximum de lalog-vraisemblance
(on notera cette log-vraisemblance [(X,)). Si L est différentiable, I'estimateur du maximum de vraisemblance
est alors solution de I'équation

0 0
ﬁlnL(X,G)—%I(X,G)—VI(X,H)—S(X,G)—O (83)

La dérivée S de la log-vraisemblance (ou son gradient dans le cas multidimensionnel) s’appelle le score.

L'équation précédente donne une condition nécessaire, mais non suffisante, pour étre un maximum local.
On rappelle qu'un maximum est local s'il existe un voisinage de 6 dans O tel que

L(x,0) < L(x,0) (84)

pour tout 8 dans ce voisinage. Un maximum est global si I'inégalité précédente est vérifiée pour tout 0 € ©.

Dans le cas ou1 © est un intervalle de R (le parametre a estimer est scalaire), une condition suffisante d’existence
et d’'unicité est que L(x,0) soit une fonction de 6 de classe C? sur © (x étant fixé) et que les deux conditions sui-
vantes soient réalisées:
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9(x,0)=0
(85)
2
055 (x,0) <0

()
La solution doit par ailleurs appartenir a I'intérieur ® de ©. Les conditions assurent I'existence et l'unicité
d’'un maximum local uniquement et la valeur 6 qui réalise ce maximum n’est donc pas forcément 'estimateur
du maximum de vraisemblance (car il peut ne pas étre un maximum global).

On a existence et unicité d'un maximum global si la fonction [ est strictement concave sur © (en tant que
fonction de ©).

Le cas multidimensionnel va étre abordé apres les quelques exemples qui suivent.

Exemple:

Soit X = (X1, ..., X;;) un échantillon gaussien A (m,0?) et 6 = (m,0?).

Le modele est paramétrique, dominé par la mesure de Lebesgue et la vraisemblance associée est

n n
L(x,0) = [] f(x1,0) = 2m)"""? exp —iz S (- m)? - Zino? (86)
i=1 20 i=1 2

Le support du modele est R”; celui-ci est donc homogene et la vraisemblance est clairement de classe C?
en 6 (a condition que o > 0). Par conséquent, I'’e.m.v. est solution de 'équation de vraisemblance

d
%I(X,H)—VZ(Q)—O 87)

ot I(x,0) = InL(x,6). La solution est unique si la matrice hessienne H;(f) est définie négative.

1 & s N, 5 N
l(x,H):—FZI(xi—m) —Elna —Eln(Zn) (88)
1=

1(x,0) est une fonction vectorielle en 6, car 8 = (m, 02) est de dimension 2. La dérivée de [ est donc & com-

prendre ici comme le gradient de cette fonction, dont les coordonnées sont les dérivées partielles en m et en

o’

/

1 x,0)=v,0) = Li(x-—myii(x'—m)z—i (89)
g T I T e & 20t 202

Ce gradient s’annule si, et seulement si

n n
Y (xi-m)=0et Y (x; — m)* = no? (90)
i=1 i=1

1 n
= m=%Xeto*=8=-) (x;-%)? o1
iz

Un point critique de [ est donc 6= (X Sz). La matrice hessienne de [ en ce point est (a vérifier a titre
d’exercice)
-n/§? 0

0 -n/(28Y 92)

H(6) = (

qui est clairement définie négative. Par suite, 6 est 'unique e.m.v. Pour vérifier les calculs précédents, on
aura intérét a poser S? = V pour éviter les erreurs au moment de la dérivations en S2.

Exemple:
Soit X = (Xj, ..., X;;) un n-échantillon de loi uniforme sur [0,6] ou1 6 > 0.

Le modele est paramétrique, dominé par la mesure de Lebesgue sur R”. La vraisemblance de 1'échantillon
est

1

no(1 1
Lix,0) =[] (51[0,91 (xi)) = grloor () =210 < x) < x(y 6] (93)
i=1
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L(x,0)

maxx; 0

Figure 2.5 - Vraisemblance d'un échantillon uniforme

ol x(;) est le min des x; et x(; le max. Le support dépend de 0 et le modéle n'est donc pas homogene.
Nous ne pouvons pas déterminer le maximum de vraisemblance par la méthode précédente. On remarque par
contre que, a x fixé, la fonction de vraisemblance est décroissante en 6 a partir de x(,) (avant, elle est nulle). Le
maximum est donc atteint en § = Xn). Le.m.v. existe et est unique:

~ n
Omv = X(n) = maxX; (94)
On montre facilement que 0 X, suit une loi béta de parathetres (1,1). La densité du maximum est donc
n-1
L6 (») (95)
0
Ainsi, E[X(;)] = /70 etl’e.m.v. a donc un biais égal a b(6) = —%.

Exemple:

Si Xj, ..., X, est un n-échantillon de loi uniforme sur (6,60 + 1], on peut montrer (en exercice) que tout esti-
mateur de 6 compris entre X(,;) — 1 et X3y est un estimateur du maximum de vraisemblance. Il n’y a alors pas
unicité de cet e.m.v.

Exemple: Familles exponentielles

Considérons une famille exponentielle canonique de parametre 61, ...,0,, de statistique canonique T =
(T, ..., Tp) et de fonction de log-partition ().

Si B est de classe C? sur @ et posseéde une matrice hessienne définie négative alors 'e.m.v. existe, est unique,
et vérifie

i (é)__liT'(X') (96)
a@i nj:1 e

Le.m.v. peut ne pas exister, par exemple dans le cas ol la vraisemblance L n’est pas une fonction continue
de 6. Pour avoir un estimateur intéressant, il faudra donc a minima supposer la vraisemblance continue, voire
différentiable et également imposer a © certaines propriétés :

N

Théoreme 31 Condition suffisante d’existence de 'e.m.v. |

Si @ est un espace compact et si / est continue sur 0, alors I'estimateur du maximum de vraisemblance
existe.
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Théoréeme 32

Sous les trois hypothéses de régularité (x) suivantes:

» Le modele est identifiable et homogene.
* @ est un ouvert ou un compact de R”.
« Pour tout x, la fonction L(x, 0) est de classe C% en 0 sur ©.

Alors I'estimateur du maximum de vraisemblance 8 est solution Pg-p.s. du systeme

{ Vi(x,0) =0

H(x,0) <0 o7

ou /(x,0) =1nL(x,0) estla log-vraisemblance de I’échantillon, V! le gradient de / en 8 (x est fixé) et H;
est la matrice hessienne de ! en 0 (a x fixé).

(.

La condition Hj(x,60) < 0 signifie que la matrice hessienne est définie négative en 6. Le théoréme n’assure
toujours pas l'unicité de I'e.m.v. (il est unique localement). Une condition suffisante pour garantir 'unicité est
de s’assurer que © est un espace convexe et que [ est strictement concave sur O.

2.5.2 Reparamétrisation

Trouver un estimateur par substitution de I'estimateur du maximum de vraisemblance s’appelle une repa-
ramétrisation. On montre que quelque soit 'application ¥, '’e.m.v. est invariant par reparamétrisation.

Théoreme 33

Soit @ I'e.m.v. de 6 et 1w une fonction quelconque. Alors I'e.m.v. de (0) est 1//(5)

Démonstration :

Soitn =y(0). Si ¥ est bijective, on a immédiatement

Lx,m = Lx,w " (1) (98)
Dans le cas contraire,
Lx,m) = sup L(x,0) 99)
0/y(©0)=n

Soit 7j 'e.m.v. de 7). Alors par définition, 7j maximise la vraisemblance:

L, =supL(x,m) =sup sup L(x,0)=L(x,0) =Lx, v @) (100)
n n 0ly@)=n

Par identification, on a alors 7j = w(g).

O

2.5.3 Propriétés asymptotiques

C’est Fisher qui a le premier étudié, en 1921 et 1925, 'estimateur du maximum de vraisemblance. Il a alors
défini les notions d’efficacité et d’exhaustivité qui seront étudiées dans le chapitre suivant. En 1946, Cramer a
donné une premieére preuve de la consistance de cet estimateur et de sa normalité asymptotique, sous certaines
conditions de régularité. Wald a démontré la consistance forte en 1949, sous des hypothéses plus générale.
Rappelons que S = 01/06 s’appelle le score du modéle.
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Théoréme 34 de Cramer (1946) }

On considere le modele d’échantillonnage (Pg)gece de vraisemblance L(X,0) = L(X;,..., X;,0) absolu-
ment continue par rapport a Py.

Sous les hypotheses de régularité ci-dessous,

« HO : © est un ouvert ou un compact de R.
i
e H1 : Pour presque tout x, pour tout i =0...2, EY existe V0 € ©

- <Fi(x)VOeO

00!

ot les F; sont intégrables sur R et f F>(x)L(x,0)dx < M qui ne dépend pas de 6.
R

0'1
e H2 : Pour presque tout x, pour tout i =0...2, ‘— (x,0)

« H3 : Pour tout§ € ©, 0 < Ey [S(X,0)?] <00

alors il existe une suite (én)n de solutions de I'équation de vraisemblance S(X,0) = 0 qui converge en
probabilité vers la vraie valeur du parametre 8 lorsque le nombre d’observations n tend vers I'infini.

(.

Le théoreme démontre, dans le cas unidimensionnel ot1 ® c P, la consistance faible de certaines solutions
del’équation de vraisemblance (qui ne sont donc pas forcément égales au maximum absolu de vraisemblance)
vers la vraie valeur de 6.

Démonstration : Théoréeme admis (cf. article de Cramer). [J

Il existe une foultitude de conditions de régularité différentes selon les ouvrages, qui conduisent a la consis-
tance forte ou faible de '’e.m.v. Voici un énoncé dans le cadre multidimensionnel, avec des hypotheses de ré-
gularité que nous adopterons par défaut et qui sont suffisamment pratiques pour couvrir la plupart des cas
classiquement étudiés.

Théoreme 35 Consistance forte de l’e.m.v.]

On consideére le modele d’échantillonnage Xj, ..., X,; de v.a.i.i.d. ~ L(x,8). Sous les hypotheses de régula-
rité (x %) ci-dessous,

» Le modele est identifiable et homogene.
* @ est un ouvert ou un compact de R”.
e Pour tout x, la fonction L(x,0) est différentiable en 6 sur ©.

Alors I'estimateur du maximum de vraisemblance est fortement consistant.

(.

Démonstration :

Soit, =0 (X1, ..., Xp) 'e.m.v. de 6, dans un modele d’échantillonnage (Xi, ..., X,,) vérifiant les propriétés de
régularité (xx). 0, est une statistique fonction des observations Xj, ..., X;;. On suppose que les X; suivent la loi
d’une v.a. X dontla densité est L(x,8,) avec 6y € ©. L,,(0) = L,,(x3,..., x5, 0) estla vraisemblance de I’échantillon.

Nous voulons démontrer que

P | lim énze] -1 (101)
n—+oo
lim 0,@) =0 = Ve>0,3INeN/VnzN,[0,-6|<e (102)
—+00

ainsi,
lim 8,=6]= U N [10.-6]<e] =N B= U Bne (103)
fi—+oo e>0 NeNn=N €>0 €>0 NeN

Pour 1/(p+1) <e<1/p,onaByp+1) < Be < Byyp, de sorte que

lim 8, = 9] - ,LQ* By (104)

ol (By/ P)p>0 est une suite dénombrable décroissante d’événements. Ainsi, si nous arrivons a démontrer
que
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Ve>0, Po(Be) =1 (105)

alors par intersection dénombrable,

[P’g(ﬂ Bl,,,) =1 (106)

p>0

et sur cet évenément presque sir, lim, 6, (w) — 6. Posons maintenant

L,,(0) 1 & L(X;,0)
= — In— 107
@)~ 7 2= " 10X, 60) (107

1 1
An(0) = —LLR(0,00) = —In
n n

La loi forte des grands nombres s’applique et A, (6) converge Py-p.s. vers
L(X,0)

I
"X, 680)

Eo

= —K(60,0) (108)

Par définition de 8y, —K(0,0p) < 0 et cette fonction est nulle si, et seulement si, L(X,0) = L(X,0,) avec
probabilité 1. Par identifiabilité du modele, cela implique 8 = 8 et pour tout 8 # 6y, il existe donc N, € N tel que

Po, (Nn>N. [An(0) <0]) =1 (109)
Pour tout € suffisamment petit de telle sorte que [0y —€,0( + €] < O, il existe un entier N, tel que

Pg, (Nn>n. [An(Bo £€) <0]) =1 (110)

La fonction A, est continue et atteint son maximum dans l'intervalle compact [0 —¢, 6y +€]. Soit 7 n le point
le plus proche de 8y pour lequel ce maximum est atteint. Par définition, A, (0,) = A, (0p) = 0. Le maximum est
donc réalisé a l'intérieur de I'intervalle car A, (6 £€) < 0. Ve > 0 assez petit, il existe N, tel que

Po, | () [36, solution de I'équation de vraisemblance ] | = 1 (111)
n>Ne

O

Parmi d’autres énoncés, on peut retenir (sans démonstration) le théoréme suivant

Théoréme 36 Gouriéroux & Monfort, propriété 7.10. « statistiques et modéles économétriques »]ﬁ

On considere un n-échantillon Xi,.., X, de X ~ L(x,0). On note [,(X,0) la fonction de log-
vraisemblance de I’échantillon. Sous les hypotheses de régularité (ee) ci-dessous,

» Le modele est localement identifiable en 0, vraie valeur du parametre.

@ est un compact de R”.

e Pour tout x, la fonction /,,(x,0) est continue en 0 sur ©.

* 1,,(X,0)/n converge presque stirement vers Eg, [/(X,0)] < co uniformément en 0 € ©.

Alors il existe une suite d’e.m.v. convergeant presque sirement vers 6.

|\ J

o
Sil'intérieur de © n’est pas vide et que 8y € ©, 'hypothése de compacité de ® n’est pas nécessaire.

Si la fonction de vraisemblance est différentiable, alors on peut remplacer « il existe une suite d’e.m.v.» par
«il existe une suite de solutions des équations de vraisemblance ».

2.6 Estimation dans un cadre bayésien

On rappelle que dans un cadre bayésien, le modele statistique posseéde un parametre muni d'une loi de pro-
babilité a priori. Cette loi mesure I'information sur # disponible avant la collecte et la prise en compte des ob-
servations. Linférence bayésienne est construite sur la loi a posteriori qui mesure la mise a jour de I'information
sur 6 au fur et a mesure de la prise en compte des observations. Le calcul de la loi a posteriori s’effectue a partir
de la formule de Bayes:

L(0|x) x L(x|0) x I1(0) (112)
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Le symbole « signifie « proportionnel a ». T est la variable aléatoire sous-jacente a 6 et sa loi est donc I1.
Voici plusieurs exemples d’estimateurs bayésiens:

Moyenne a posteriori

[E[T|X=x]=f®6xL(9|x)d9 (113)
Médiane a posteriori
P[Tsame]=[0WL(0|x)d9=1/2 (114)
—o0
Mode a posteriori
arggnax L(O|x) (115)

Exemple:

Nous reprenons I’exemple de la fin du chapitre précédent; (X3, ..., X;;) est un n-échantillon de X ~ A (0, o)
dans lequel le parametre inconnu @ suit une loi a priori normale .4 (a, b%). 0%, a et b sont supposés connus.
La priori est informatif si b est petit, c’est a dire si 'on est siir que 0 est voisin de a. On rappelle que la loi a
posteriori du modele est

(Eb2+a02/n. v*o?/n ) (116)
b2+02/n ' b2+0%in
Lestimateur de 6 pour la moyenne a posteriori est
- b2 b2
0=X——-+—+a|l-———— 117
b2 +o2/n ( b2+02/n) (117)

c’est une moyenne pondérée de la moyenne empirique x et de la moyenne a priori a.
Si n — +00, 8 — X. Les approches fréquentistes et bayésiennes coincident.

Sinon, sil’'a priori est informatif (b petit), alors 0 ~ a. Les observations ne sont pratiquement pas prises en
compte. Si par contre 'a priori n’est pas informatif (b grand), alors la loi a priori n’apporte pratiquement pas
d’information. Toute 'information sur 6 est comprise dans X.

Exemple:

Reprenons maintenant le second exemple de la fin du chapitre précédent ; considérons un n-échantillon
X = (X1,..., X,) deloi de Bernoulli de parameétre 6 inconnu. Nous avons vu que la vraisemblance de I’échantillon
est

1

n
L(x,0)=]] L(x;,0)=6°Q1-6)""° (118)
=1

avec s =Y. | x;, et silaloi a priori est une loi béta, alors la vraisemblance a posteriori suit également une
loi béta:

1
L@l o< 051 -0)" ———0%711-0)" 1,110 119
(01x) o< 6°( ) B@ab) ( ) 0,11(0) (119)
Une estimation possible de 0 peut étre donnée par la moyenne a posteriori de la loi béta:

S+a

0=E0IX]= T i_s+D)

(120)
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Chapitre 3

Estimation optimale

3.1 Exhaustivité, minimalité, complétude

3.1.1 Exhaustivité

Exemple:

X = (Xy,...,X;) n-échantillon de loi de bernoulli de parametre 8 €]0, 1[. Soit S = X7 + X +... + X}, une statis-
tique de cet échantillon.

Lespace des obervations est X = {x = (x1, ..., X;) : X; = 0,1}, de cardinal 2”. On peut partitionner cet espace
en n évenements a l'aide de S:

n
X=JIS=1] o)
i=0
S suit une loi binomiale de parametres n et 6. Notons [X = x] = ?:1 [X; = x;]
PIX; = x:]= 0% (1-60)" "1 (x;) )
P(X=xIN[S= P (0 a—-e)t 1
pIX = xis =5 = LX =05 =sD T )ﬂss(x)=—1135(x) 3)

LS =l ( " )98(1—9)”*8 ( " )
N S

avec By = {(x1,...,xp) : X1, x; = s}.

Cette expression ne dépend pas de 0: le fait de savoir la valeur de I'observation x lorsque I'on connait la
somme n’apporte pas plus d'information sur 6. Autrement dit, S condense I'information apportée par le vec-
teur (Xi,..., X;) sans la dégrader. Les données originelles de I’échantillon ne contiennent pas d’information
supplémentaire sur la loi de X et peuvent étre écartées. S suffit pour apporter toute I'information (en anglais,
le terme correspondant a « exhaustif » est « sufficient »).

SX)=Y

n+ 1 éléments
2" ¢léments

Figure 3.1 — Exhaustivité et tribu engendrée

Soit (X, 3§, (Pg)gce) un modele paramétrique dominé.
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Définition 37

Une statistique S est exhaustive pour X sila loi conditionnelle de X sachant [S = s] ne dépend pas de 6.

Lorsque la valeur prise par une statistique exhaustive S est connue et égale a s, alors I’échantillon ne four-
nit plus d'information sur le parameétre inconnu 6 car sa loi ne dépend plus de 6. La statistique S condense
alors parfaitement la totalité de 'information de I’échantillon, relativement au parametre 6. Elle contient toute
I'information nécessaire a I'inférence sur le parametre, sans la dégrader.

Une autre facon de comprendre la notion d’exhaustivité est de considérer une observation x au travers
d’une statistique S(x). Linformation sur 8 sera la méme pour une autre observation y si la statistique S est
exhaustive et que S(x) = S(y). La connaissance de S suffit a obtenir toute I'information sur 6.

Théoréeme 38 Critere de factorisation de Neyman]

S est exhaustive si, et seulement si, la vraisemblance du modele s’écrit

L(x,0) = h(x) x g(S(x),0) 4)

Démonstration dans le cas discret:

Nous commencons par exposer le cas des v.a. discretes, plus simple que le cas des v.a. continues. Supposons
donc S exhaustive. Alors la densité conditionnelle de X sachant [S = s] ne dépend pas de 6. Posons s = S(x) pour
un x fixé.

L(x,0) =Pg[X = x] =Pg[X = x|S = s]Py[S = 5] = h(x) x g(s,0) ®)

Réciproquement, supposons que L(x,0) = h(x)g(s,0)

Po[S=s1=Py[S(x) =s] = Z Lis=sPelX =yl = Z Lis)=s1h(»)g(S(),0) ©)
yex yex
=g(1,0) ) Lisp=sh(y) -
yex
ainsi,
0siS t

PolX =x,§=s]=PglX = x,5(x) = s] = { P:}X(fxfsi Sx)=s ®)
=1isn=518(t,0) h(x) o)

On a donc bien

Lpisw=s

PolX =x|S=s]=

(10)
2 yex Lisg=s1h(y)

qui ne dépend pas de 0. S est donc exhaustive.
O

La démonstration générale (initialement due a Jerzy Neyman) utilise les deux lemmes donnés ci-dessous
sans démonstration. Ces lemmes sont des résultats de théorie de la mesure et sont démontrés, par exemple,
dans « Mathematical Statistics » de Jun Shao (Springer).

Soit (a,,), une suite de réels strictement positifs tels que Y.7° | a,, = 1. Soit (P;),, une suite de mesures de
probabilités sur un méme espace et soit P = 9> | a, Py,.

Alors P est une mesure de probabilité et P < v < P, < v, Vn. De plus, si v est o-finie,

dP & dp,
= = 2 2 11
dv o dv (1

n=1
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Sila famille &2 est dominée par une mesure o-finie v, alors 2 est également dominée par Q = X7 | a, P,
ol P, € & et (ay), suite de réels positifs dont la somme vaut 1.

Démonstration dans le cas continu:

Supposons T exhaustive pour une mesure P € &, olt & est une famille de probabilités sur (R", B(R™)).
P(A|T) ne dépend pas de la mesure P. Soit A un borélien de R” et soit Q = Z‘i’il a;P;. D’apres le lemme 1 et
d’apres le théoreme de Fubini, on a:

QANB) = ZaiPi(AmB):Zaif P(AlT)dPi:f P(AIT)dQ (12)
B B

i=1 i

ou B appartient a la tribu engendrée par T. Ainsi, P(A|T) = Eq[1 4| T] Q-p.s. Notons g(7T) la dérivée au sens
de Radon-Nikodyn de P par rapport a Q, sur I'espace (R",0(7),Q): g(T) =dP/dQ.On a

d
P(A)=[P(A|T)dP=f[EQ[]lAIT]g(T)dQ=f[EQ[]1Ag(T)|T]dQ=ng(T)d—de (13)
Par suite, on a bien L(x,60) = h(x)g(T,0) en posant h = dQ/dv.
Réciproquement, si dP/dv = L(x,0) = g(T (x),0) h(x). Alors:
dP/dQ=dP/dv+ (Z a,-dp,-/dv) =g(M)/) gp,(T) (14)
i i
d’apres le lemme 2. Soit alors A € g(X) et P € &. Par exhaustivité de T, on a
P(A|IT) =Eq[1AlT] (15)
Par définition de 'espérance conditionnelle, on a alors
/]lAdP:fB[EQ[]lAIT]dP (16)
B
Pour tout B € g(T). Par ailleurs, dP/dQ est une fonction borélienne de T. On a donc
dp dp
]lszfB[E[]l T]dP:f[E ]l—Td:f]l—d 17)
fBA ollal | Fo AdQ| QBAdQQ

Exemple:

Dans le modele d’échantillonnage de Bernoulli du début de la lecon, la vraisemblance s’écrit
L(x,0) =05 (1-0)""5 = h(x) x g(5,0) (18)

On ala décomposition avec h(x) =1, S(x) = X7 | x; et g(s,0) = 0°(1 - 0)"%; S est donc exhaustive.
Exemple:
Considérons un n-échantillon X = (Xj, ..., X;;) de loi uniforme sur [0 — 1/2,0 + 1/2]. Le modele est dominé

par la mesure de Lebesgue (mais pas homogene) et sa vraisemblance s’écrit

n
L(x,0) = izl_ll]l[e—l/z,aﬂ/z] ) =119 _1/2 < x4y < x(m <0 +1/2) ) =Ly (X) (19)
que I'on peut écrire sous la forme g((x(1), X)), 0) x 1 de sorte que (X(1y, X(;;)) est une statistique exhaustive.
Par contre I'une de ces deux statistiques ne serait pas exhaustive seule.
Exemple:

De facon générale, pour un n-échantillon X = (X, ..., X;;) de loi quelconque, la vraisemblance est

n n

L(x,0) =[] fx) =[] fx@) (20)

i=1 i=1

et par suite, la statistique d’ordre X = (X(y), ..., X()) est exhaustive. Elle ne condense par contre pas du tout
I'information...

Exemple: Modéle exponentiel
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Dans un modeéle exponentiel, la vraisemblance s’écrit
L(x,0) = h(x) x g(t,0) = h(x) exp((T(x),)L(B)) —,3(9)) (21)

et donc la statistique naturelle est exhaustive. En particulier, la statistique canonique est exhaustive.

C’est le cas par exemple d'un n-échantillon gaussien de loi A (m, 0?) avec 8 = (m,0?). La statistique T (X) =
(T1(X), T»(X)) = (X, §?) est exhaustive pour 6 et la décomposition de la vraisemblance correspondante est don-
née par

n

L(x,0) = 2m) "2 exp (_F [t —m)? + 1] - gln(az)) (22)

avec h(x) = 2m) 2, t= (11, 1) = (%, $2).

Attention, dans cet exemple, c’est le théoréeme de factorisation qui permet de conclure, car 'expression a
I'intérieur de la parenthese n’est pas sous la forme d’'un produit scalaire (on pourrait la transformer pour faire
apparaitre ce produit scalaire).

Théoreme 41

Soit T une statistique exhaustive et ¢ une fonction mesurable. Alors la statistique S vérifiant T = ¢(S) est
exhaustive.

Si ¢ est bijective, S et T sont alors équivalentes et T exhaustive <= S exhaustive.

(.

Autrement dit, 'image réciproque d’une statistique exhaustive est exhaustive. L'existence d'une fonction ¢
telle que T = ¢(S) induit une relation d’ordre partiel sur les statistiques. On notera T < S. T < S et T exhaustive
entraine S exhaustive, car S est plus fine que T.

Démonstration:

Si toutes les mesures de probabilités en jeu sont dominées par une mesure o-finie v, alors il suffit d’écrire
la vraisemblance:

L(x,0) = g(t,0)h(x) = g(p(s), ) h(x) = §(s,0) h(x) (23)

De facon plus générale, si S n'est pas exhaustive pour une mesure P, alors il existe deux mesures P; et P,
telles que les distributions conditionnelles de X sachant S(X) sous P; et P, soient différentes. Considérons la
sous-famille 22, de 2. T(X) est exhaustive pour 22 donc aussi pour 2. Mais la mesure P; + P, domine &, et
donc S(X) est exhaustive pour P dans 2. Par suite, les distributions conditionnelles de S sachant S(X) sont les
mémes sous P; et P,, ce qui est absurde.

O

Si ¢ n’est pas bijective, alors la tribu induite va étre plus grossiere : 0(T) < o(S) et 'information va étre plus
condensée. On peut se demander s'il existe une statistique qui condense 'information de facon maximale sans
la dégrader.

Définition 42

Une statistique exhaustive S est minimale si elle est fonction de toute autre statistique exhaustive. Au-
trement dit:

T exhaustive minimale <= VS exhaustive, 3¢: T = ¢(S), Pg —p.s., V0O (24)

(.

Une statistique T est fonction d’une statistique S si, et seulement si, S(x) = S(x') = T(x) = T(x'). Autrement
dit, les événements de la forme [S(x) = '] sont chacun inclus dans un événement de la forme [T(x) = y]. La
partition associée a une statistique exhaustive minimale est donc la plus grossiere possible et la réduction est
maximale.

On définit le rapport de vraisemblance (pour « likelihood ratio ») par la formule suivante, pour x, y fixés:

L(x,0)

0 — LR(x,y,0) =
TN

(25)
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S(X) T (X) tribu moins fine

T exhaustive = S exhaustive

S=y ° 962 > e ®oSX)=Tx) =T [T =1t]

¢ non injective

Figure 3.2 — Exhaustivité

Théoreme 43 Critere de minimalité] N

Soit S une statistique d'un modele dominé, telle que

LR(x,y,0) ne dépend pasde 0 < S(x) = S(y) (26)

Alors S est exhaustive et minimale.

|\ J

Démonstration:

Soit S une statistique exhaustive; L(x,0) = h(x)g(t,0) etsi S(x) = S(y),
h(x)
LR(x,y,0) = —— = constante en 0 27
Y h(y)
O

Exemple:

Reprenons a nouveau I'exemple du début de chapitre:

0 S(x)-S(y)
LR(x,y, 0) = gs(x)—S(y)(l _ Q)S(y)—S(x) — (m) (28)
qui est constant si, et seulement si, S(x) = S(y). Donc S(X) = ;’:1 X; est une statistique exhaustive mini-
male.
Exemple:

Reprenons I'exemple de 1’échantillon uniforme sur [0 —1/2,0 +1/2]. En calculant le rapport de vraisem-
blance, on voit facilement (a faire) que le couple (X(1), X)) est une statistique exhaustive minimale.

Théoreme 44 ~

Sile modele est exponentiel, alors:

« La statistique canonique S est exhaustive.
« Sil’espace A des parameétres canoniques contient un ouvert de R* ou un repére affine de R¥, alors S est
minimale

h(x)
LR(x,y,0) = g(0) = iy &P ((1(0),S(x) = S(y) 29)
dire que g est constante en 0 est équivalent a dire que VA € A, < A, S(x) — S(¥) >= ¢, ol ¢ est une constante
indépendante de 0, mais qui peut dépendre de x et y. Si A contient un ouvert, alors dire que ce produit scalaire
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est constant sur tout ’ouvert est équivalent a dire que < A, S(x) — S(y) >= 0 (en faisant la différence de deux pro-
duits scalaires pour des valeurs de A et A’ différentes), ou encore que le vecteur S(x) — S(y) est orthogonal a une
infinité de vecteurs de 'espace vectoriel A, et’'on a donc S(x) — S(y) = 0. Méme si A ne contient pas d’ouvert, le
meéme argument est valable sil’'on démontre que < e;, S(x) — S(y) >= 0 pour une famille (e;); formant une base
de A. 1l suffit alors que le produit scalaire soit nul en chaque vecteur de la base pour conclure que le vecteur
S(x) — S(y) = 0. Suppsons donc qu'’il existe un repere affine 1y, ..., A, de A. Cela signifie qu’on peut trouver n + 1
points non liés dans A; en ce cas, les vecteurs e; = A; — Ag, i = 1,...,n forment une base de A etsi Vi =0,...,n,
<A, S(x)—=S(y) >=calors < A; — 1y, S(x) — S(y) >=0etdonc S(x) = S(y).

Exemple:

Soit (X1, ..., X;;) un n-échantillon de loi .4'(9,62). 1l s’agit d'un modele exponentiel avec pour paramétre
(1/0,-1/6?) et pour statistique (nX, —nx2/2).
Lespace canonique A est formé par une courbe d’équation u = —A? qui est fermée dans R? et ne peut donc

contenir aucun ouvert de R?. Par contre, on peut trouver trois points non alignés sur cette courbe qui forment
un repere affine. On donc en déduire que la statistique est bien exhaustive minimale.

1 1) _ 2y. 2
A={(§,-§),e>o}_{m,—a JiA>0} R 30)

On peut par contre montrer que si ’échantillon a pour loi A4(6,0) (c’est a dire qu’on cherche a estimer la
moyenne dans une loi ol moyenne et écart type sont égaux), alors la statistique exhaustive précédente n’est
pas minimale (en exercice).

3.1.2 Statistique libre et statistique complete

Une statistique exhaustive apporte toute I'information sur 6 contenue dans X. Une statistique dont la loi
ne dépend pas de 6 n'apporte aucune information sur 6.

Définition 45

Une statistique T est libre vis a vis de 0 si sa loi ne dépend pas de 6.

Elle est libre du premier ordre si la fonction (de 0) Eg[T] est constante.

Une statistique U est ignorable s’il existe une statistique exhaustive T stochastiquement indépendante
de U. T apporte alors toute I'information sur 6 et U apporte une information complémentaire a T. Si
deux statistiques sont dépendantes, alors les informations qu’elles apportent sur un parametre sont re-
dondantes.

(.

ignorable = libre, mais la réciproque est fausse

Information sur 6 contenue dans X
A

' N

| | Information relative a 6 | Autre information S quelconque

| Information relative a 6 | | S exhaustive

| Information relative a 0 | | S exhaustive minimale

| Information relative a 6 | S exhaustive compleéte

Figure 3.3 - Information, exhaustivité, minimalité, complétude.

Exemple:
Considérons un modele d’échantillonnage gaussien 4 (6,1)®". La statistique
n —\2
=Y (x:-X) /n (31)
i=1

est libre, car saloi ne dépend pas de 0. En effet, en posant Y; = X; -0, Y ~ A4(0,I;) et
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st=y (=) m (32)
i=1

Pour la méme raison, la statistique d’étendue empirique T = X(;;) — X(1) est libre également.
Exemple:

Reprenons I'exemple de I’échantillon de loi uniforme sur [0 —1/2,0 +1/2]. On a vu que T = (T1,T2) =
(X(1), X(ny) est exhaustive minimale. Sa densité est donnée par

g(s,0)=nn-1(t-5)""Ng_1/22521=0+172) (33)
U = X, — X(1) est une statistique libre de 6 car sa densité est
h(w) = n(n-1)u""1,1(w) (34)

Pourtant, U n’est pas indépendante de T. T apporte donc une information inutile U sur 6.
Exemple:

Considérons un n-échantillon X = (Xj, ..., X;) dont la loi a pour densité
11
x)=—-—1 X 35
fx) nax 16,201 (X) (35)

pour @ > 1 et 8 > 0 inconnu. La statistique (X(), X(;;)) est exhaustive minimale. Il en est de méme de la
statistique T(X) = (X(n) + Xa), X1) X)), tandis que la statistique U(X) = X(,;) + X(1) est libre et il est clair que T
et U ne sont pas indépendantes.

Une statistique exhaustive minimale réduit au maximum les données sans perdre d’information sur 6. Mais
une telle statistique n’est pas nécessairement indépendante de toute statistique libre, car une statistique libre
peut compléter I'information apportée par une statistique minimale. La complétude assure que la statistique
est bien indépendante de toute statistique libre: toute la liberté résiduelle a été extraite de la statistique et toute
transformation la rend non libre. On cherche des statistiques exhaustives T ne contenant aucune composante
libre, c’est a dire que pour toute fonction g non constante, g(7) ne sera pas libre au premier ordre. Ou encore,
Sil'espérance est constante, alors g est constante. Ces statistiques ne doivent contenir aucun matériel (c.-a-d.
aucune fonction de T) libre, méme du premier ordre. Cette notion est apportée par la complétude.

Définition 46

Une statistique T est compléte s’il n’existe pas de fonction g non constante, intégrable, a valeurs dans R
qui soit libre. Autrement dit,

VO, Eglg(T)] =0= g=0Pp—p.s. (36)

(.

Lehmann & Scheffé (1950), Bahadur (1957)]

T exhaustive compléte = T exhaustive minimale.

Démonstration:

Soit T une statistique complete et S une statistique exhaustive minimale. Alors S = g;(T). Mais S est ex-
haustive; la loi conditionnelle de X sachant [S = s] ne dépend pas de 6. En particulier, la loi conditionnelle de
T sachant [S = s] ne dépend pas de 6. Ainsi, g»(S) = Ey[T|S] est fonction de S uniquement et ne dépend pas de
6.Soit g(T) =T — g» 0 g1(T). Pour tout 6, on a:

Eo(g(T)] =Eg[T] —Eg[g2(S)] =Eg[T] - EplEg[TIS]1 =0 (387

Mais T est complete, donc g = 0 Pg-p.s. pour tout 8. Donc T = g»(S) Pg-p.s. pour tout 8. T est fonction
d’une statistique exhaustive minimale, T est donc minimale.
|

Exemple:
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On considére (encore) un n-échantillon de loi de Bernoulli de parametre 6 inconnu et 'on pose T(X) =
Y, X; dontonavu qu'elle est une statistique exhaustive minimale. Est-elle complete ? Considérons g : {0, ..., 72}
R telle que Eg[g(T)] = 0. Comme la loi de T est une loi binomiale, on a

h(e)ztEe[g(T)]=Zg(t)( ’t’ )ef(l—e)"‘fzo (38)
t=0

h est donc un polyn6éme de degré n avec une infinité de zéros: il est nul et par suite T est complete.
Exemple:

On considere un n-échantillon de loi uniforme sur [0 —1/2,0 +1/2] et T = (Xq), X(n)). Alors T n'est pas
complete (a faire en exercice).

Exemple:

Considérons un n-échantillon (Xj, ..., X;;) de loi de densité
fx) =€) 00 (x) (39)
X(n =max]’_, X; est une statistique exhaustive pour 0 et sa densité est
h(u) = ne"(”_e)]l]_oo'g](u) (40)

Soit g une fonction d’intégrale nulle par rapport a cette densité, pour tout 6. On a alors

0
VO ER, f gwne™au=0 (41)
Soit encore
0
vee[Ra,f gwe™du=0 (42)
Ainsi, sur tout intervalle [0,0'],
6/
gwe™du=0 (43)

La fonction g est donc nulle presque partout (pourquoi ?).
Exemple: applications aux familles exponentielles.

On consideére le modele exponentiel dont la vraisemblance est donnée par
L(x,0) = h(x) exp ((A(6), T(x)) — B(6)) (44)

Avec A = {A(0);0 € B} espace canonique des parametres. Si A contient un ouvert non vide, alors S est ex-
haustive complete. En effet, pour une fonction g donnée,

Eolg(T)] =fkg(t)e<ﬂ'f>du(t) (45)
R
I s’agit de la transformée de Laplace de la fonction g. Les propriétés de la transformation de Laplace (dans
C) assurent alors que g =0 (principe des z€ros isolés).

Exemple:

Dans'exemple de I’échantillon de Bernoulli, la statistique canonique est T (x) = Y_; X; et le parameétre cano-
nique est A(0) =1In(0/(1 —-0)). Ainsi, A = {A(0) =In(@/(1 -6)),0 €]0,1[}. Une étude de fonction donne facilement
A(®) =R qui un ouvert de R. On en déduit donc que T est complete.

Exemple:

Soit (Xj,...,X;) un n-échantillon de loi N (m,a?) avec 8 = (m,d?). En posant Ty =Y X;, Tr = —ZXI.Z, T=
(Ty, T), A = (m/a?,1/(20%)), on voit que le modele est celui d'une fami_lle exponentielle de rang plein. Alors T
est compléte pour A et également pour 0 par bijectivité de A(0). Ainsi, (X, S?) est une statistique compléte pour
0 = (m,d?).

Exemple et exercice:

Déterminer une statistique exhaustive minimale et compléte pour le modéle multinomial.
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Théoréeme 48

Soit T une statistique exhaustive compleéte et U une statistique libre. Alors T L U.

Démonstration:

Soit U une statistique libre et 0 € © fixé. Pour tout ensemble mesurable B € X, Py[U € B] ne dépend pas
de 0. Par exhaustivité de T, il existe également une version de la probabilité conditionnelle P[U € B|T = t]
sindépendante de 6. Or,

[F"[UEB]:[[FD[UEBIsz]PT(dy) (46)

En posant f(y) =P[U € B] -P[U € B|T = y], on voit que l'intégrale de f est nulle. Mais f est bornée et T est
compléete. Donc fo T =0 Pg-p.s. et les deux probabilités sont égales, ce qui assure que T et U sont indépen-
dantes.

O
Exemple:

Le théoreme de Basu donne un moyen rapide de démontrer que la moyenne et la variance empirique d'un
échantillon gaussien sont indépendantes. En effet, X est exhaustive et compléte pour la moyenne 6 (c’est un
modele exponentiel). Par ailleurs S? est libre. D’apreés le théoreme de Basu, les deux statistiques sont donc
indépendantes.

3.2 Information de Fisher

3.2.1 Introduction et notations

Linformation de Fisher tente de quantitier la quantité d’information sur un parameétre contenu dans un
échantillon. 11 existe plusieurs définitions différentes de la notion de quantité d’'information. La plus ancienne
et la plus connue est 'information au sens de Shannon (1948) qui permet de définir I'entropie d'une source
aléatoire, le taux d'information d’'un langage, etc. C’est le domaine de la théorie de I'information. L'information
au sens de Kullback-Leibler en est une autre forme. Linformation au sens de Fisher que nous allons voir main-
tenant n’est pas exactement le méme objet, mais a des propriéts similaires.

Linformation au sens de Fisher est une notion locale, qui évalue le pouvoir de discrimination du modele
entre deux valeurs proches de 6 (c’est la courbure de la vraisemblance au voisinage de 6). Sa définition met donc
en jeu des notions de convexité et de dérivée seconde par rapport a 6. Cela suppose donc que la vraisemblance
soit définie et que sa différentielle seconde existe. Enfin, il faudra supposer que © est un ouvert de R”.

Soit @ = (0, ...,0)p) € © cR” ouvert.

Soit g : ® — R une fonction deux fois différentiable. On notera Vg(0) son gradient en 8 et Hg(0) ou parfois
Vzg(ﬂ) sa matrice hessienne. On notera également pour un vecteur aléatoire colonne S = (5y, ..., Sp)’ eRP,V(S)
sa matrice de variance/covariance

cov(S1,81) ... cov(Sy,Sp)

V(S) =E[(S—E[S]) x (S—E[S))] = 47)

cov(Sp,S1) ... cov(Sp, Sp)

Nous noterons /(X,0) =1In L(X, 0) lalog-vraisemblance. Le score du modele est (sous réserve d’existence),

SX,0) = %lnL(X,H) =VI6) (48)

C’est une fonction de X, donc une variable aléatoire. Par contre, comme S dépend de 6, ce n’est pas une
statistique.
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3.2.2 Notion de modéele régulier

Définition 49

Un modele paramétrique est régulier si, et seulement si,

« Il est dominé, homogene et © c R” est un ouvert.

o L(x,0)>0VxeX,V0eO.

e 0 — L(x,0) est de classe C? pour presque tout x.

eVBeX, 0 — [ 5 L(x10)du(x) est deux fois différentiable sous le signe somme.
« Le score S(X,0) € L (Py).

(.

Les modeles gaussiens ou de Poisson sont réguliers, mais pas le modéle uniforme sur [0, 0].

Définition 50

Linformation de Fisher 1(6) du modele est la variance du score:

10) = Vo (S) = Vp(VI(X,0)) (49)

(.

de I'information d'un modele régulier]

e Ey[S]=0

2

8
< 1(0) =Eg[SST] = -y [a_ez”x"” =—Eg [H;(X,0)]

.

En dimension 1, 1) =E[S?] = —E[1"(0)].
Démonstration:

g(G)=[E#[L(X,9)]=LL(X,9)du(x) (50)

Comme L(.,0) est une densité de probabilité, g(@) est une fonction constante en 6. D’apres la seconde
hypotheése, on peut dériver cette fonction en 6 et 'on a donc Vg(6) = 0. Mais d’apres '’hypothese 3 (dérivation
sous le signe somme), on a également

Vg(@):f vL()C’Q)L(x,e)dp(x) =f S(x,0)L(x,0)du(x) =Eg[S] =0 (1)
x L(x,0) X

Le score est donc centré. En dérivant une seconde fois,

Hg(0) = f (H;(x,0) +SS') L(x,0)dp(x) = 0 (52)
X

On en déduit donc la seconde propriété.
]
Exemple:

Considérons un n-échantillon X = (Xj, ..., X;;) de loi de Benoulli de parametre 6 et considérons la statistique
T(X)=X!, X;.La vraisemblance du modele est

L(X,0) =exp(T(X)In0+ (n—-T(X)In(1-6)) (53)

Considérons une observation x € R”; x est un vecteur de dimension 7 et 6 €]0, 1[ est un parametre scalaire.
Le score du modele est

dl(x,0) T(x) _n- Tx) T n

) = - - 4
S0 =5 0 1-60 _00-0) 1-0 ©4)
On en déduit I'information du modele

10) =V (S(X,0) = (55)

0(1-0)
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Figure 3.4 — Information de Fisher et de Shannon. A: 'entropie de Shannon capture 1'étalement (en rouge et
bleu) de la statistique en terme de vraisemblance. B: I'information de Fisher capture la quantité d’information
que la vraisemblance apporte sur la vraie valeur du parametre, grace a la variation de la fonction de vraisem-
blance. 1(0) = —E [ (0)] (R. Grzywacz, H. Aleem).

Log-vraisemblance /(x,0)
10) o~ log L(6)

Variance forte : [(0) faible
Variance faible : [(0) forte

N\,

Figure 3.5 — Information de Fisher : 1(0) = —E [l’ ! (9)]. En rouge : grande variance donc peu d’information en 6,
en bleu : variance faible, donc forte information sur 6 au voisinage du maximum de (9).
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3.2.3 Propriétés de I'information de Fisher.
Information de Fisher apportée par une statistique

Soient (X,F, (Pp)gce) un modele régulier et T une statistique pour laquelle le modele image est également
régulier. Soit g(z,0) la densité de T. Linformation de Fisher apportée par T est (par définition) I'information de
Fisher du modele image:

I7(0) =V (S(T,0) (56)
Le score du modele image par T est
d
—Ing(T,
79 n8( 0) (67)

Ce résultat est une conséquence directe du théoreme de transfert.

Additivité de 'information
Si Ty et T, sont deux statistiques indépendantes alors
Iiry,1,)0) = I, () + I1, (6) (58)
En particulier, dans un modele d’échantillonnage régulier X = (X, ..., X,),
Ix(@) =nxlx 6) (59)

Ce résultat est fondamental et la notion de quantité d’information a été construite sur la base de cette
propriété: on souhaite que I'information soit une quantité additive. Deux phénomenes aléatoires indépendants
doivent apporter une quantité d'information totale égale a la somme de leur quantité d’'information respective.
C’est une conséquence directe du fait que le logarithme transforme un produit en somme.

Soit T une statistique de densité g(¢,0) et h(x, t,0) la densité conditionnelle de X sachant [T = ¢]. Alors
10) = I7(0) + Ix7(0) (60)

ol Iyt est'information de Fisher de X sachant T.

Cette propriété illustre également la dégradation de la quantité d'information: 1(8) = 17(6).Sif € R, Ix 7 (6) >
0.Si0 eRP, Ix7(0) € Sym™ (RP).

On rappelle que pour des matrices, A= B < V0 €R”, 0’ A0 = 0'B0.

Enfin, si T est une statistique exhaustive de densité g(z,0) et h(x,t) est la densité conditionnelle est X
sachant [T = ¢] (elle ne dépend donc pas de 0) alors

Ix(0)=11(0) (61)

C’est méme une équivalence, sous hypotheése de régularité: T exhaustive <= I(0) = IT(0) . Pour une sta-
tistique libre de 0, la quantité d'information apportée est nulle (c’est également une équivalence).

Exemple:

Considérons un n-échantillon gaussien (Xj, ..., X;;) d'une vaa. X ~ N (m,02). Le parametre 6 = (m,02) est
vectoriel. Le modeéle est régulier et la log-vraisemblance d'une observation x est

1 1., 1 )
l(x,0):—§ln(2n)—zlna —F(x—m) (62)
On a alors (poser v = o pour simplifier les calculs) :
0%l 1 821 1 (x—m)? 0%1 x-m
'0 - _ ’0 - ’0 = — (63)
om? (*,6) o2  0(0?)? (x,6) 204 b 0mo(o?) (,6) ot
Ainsi,
0%1 921
—(X,0 —(X,0
Ix(0) =-F 6m2( ) ama(az)( ) :( 1/0'2 0 (64)
X 821 X.0) 2 X.0) 0 1/@20%
omoé(a?) (022"
Linformation de Fisher associée au n-échantillon sera donc
nlo? 0
o=\ " n/(20%) ) (63)
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reparameétrisation

Considérons un nouveau parametre A = ¢(6). On peut calculer I'information de Fisher du modéle relative-
ment a ce nouveau parametre via la formule suivante :

Ix(A) =] x1x(6) x J = (V(pfl(ﬂ))’ xx(6) x (V<l>71(/1)) (66)
ou J est la matrice jacobienne de I'application inverse de ¢. Pour exprimer cette nouvelle information en
fonction de A, il faut pouvoir exprimer 8 en fonction de A en inversant la fonction ¢.

En dimension 1, si § et A sont des parametres réels, la formule devient:

Ix(0)

HX(M:W

(67)

Exemple:

Partant d'un échantillon de Poisson de parameétre A, on s’intéresse au parametre 8 = exp(—A). Déterminer
I'information de Fisher de I’échantillon relativement a ce nouveau parametre.

3.2.4 Information de Kullback

Définition 52

L(x,00)dx (68)

K(8o,61) = Eg, [m L(X,00) ] _ f 1 14,00)

L(X,601) L(x,0,)

In (L(X,600)/L(X,0,)) est le pouvoir discriminant de 6, contre 0.

Propriété

02K (6,,0)

=1(0¢) (69)
067 Je:eo °

Exemple:

Si X suit une loi de Poisson &2(6), alors K(0y,01) =01 — 0y +6¢In(6y/64).

3.3 Estimateurs optimaux

3.3.1 Fonction de cofit et risque moyen

Une fonction de cotit mesure I’écart (la perte) entre deux quantités. Typiquement, la qualité d'un estimateur
va étre appréciée en fonction de I’écart qui existe entre I'estimateur T et le parametre 8 a estimer. Une fonction
de cofit ¢ doit étes positive et vérifier 6 =6’ = ¢(0,0") = 0.

Toute distance sur O vérifie en particulier ces conditions. Les trois fonctions de cofit les plus couramment
utilisées sont le colit quadratique cy, le cofit absolu c) et le cotit 0-1 noté cy:

0,0)=0-07  0,0)=10-0"1  c0,0") =1}g_g>e| (70)

Définition 54

Le risque moyen d'un estimateur T de 0 est’espérance de la fonction de cofit entre T et 0:

R(T,0) =Eglc(T,0)] (71)

Un estimateur est préférable a un autre (a 6 fixé) si son risque moyen est inférieur. Il est uniformément
préférable si le risque est inférieur quelque soit 6 € ©.
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Figure 3.6 — Information de Kullabck-Leibler.

Définition 55

Etant donné une classe 9~ d’estimateurs de 0, T € 9 est admissible dans I pour 0 s'il est uniformément
préférable a tout autre estimateur de J:

VT'e g ,Y0€0®, R(T,0) <R(T',0) (72)

3.3.2 Estimateur VUMSB

On souhaite déterminer |'estimateur admissible pour la classe des estimateurs sans biais. La formule reliant
le biais et la variance nous donne

R(T,0) = Vg(T) + (Eg[T] — 0)? (73)

Définition 56

Un estimateur 7™ est de variance uniformément minimale parmi les estimateurs sans biais de 6 (on dira
VUMSB) si T* est admissible pour le risque quadratique, dans la classe des estimateurs sans biais. C’est
a dire:
«E[T*]=6 (74)
o V T sans biais , Vg (T*) < Vg (T) (75)

.

Lorsqu'il existe, 'estimateur VUMSB est unique Py-p.s. pour tout 8. En effet, si deux estimateurs sont
VUMSB, leur moyenne est égale a 6 et leur variance commune. La moyenne arithmétique de ces deux esti-
mateurs est également sans biais, avec une variance strictement plus faible, ce qui est absurde, sauf si les deux
estimateurs sont p.s. égaux.
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Théoreme 57 de Rao-Blackwell

Soit T un estimateur sans biais et S une statistique exhaustive. Alors
T* =Ey[T|S] (76)

est un estimateur sans biais de 0 préférable a T pour le risque moyen quadratique.

(.

Démonstration:

Comme S est exhaustive, T* est bien une statistique car la loi conditionnelle de X sachant [S = s] ne dépend
pas de 6. Soit h(x, s) cette densité.

T*(s)=Eg[T|S=s] = f T(x)h(x,s)du(s) (77)
T* est sans biais car Eg[T*] = Eg[Eg[T|S]] =Eg[T] = 6.

Vo(T) =g [(T - T* + T* —Eg[T1)?] =g [(T — T*)*] + 2 [(T - T*)(T* - 0)] +Eg [(T* - 6)?] (78)

=Vo(T*) +Eg [(T— T*)?] 2 Vp(T") (79)
En effet,
Ep [(T—~T*)(T* = 0)] =Ep [Ep [(T = T*)(T* - 0)IS]] 80)
=Eg [(T*-0)Ep [(T-T")IS]] =0 (81)
O

Lorsque T est VUMSB et que S est exhaustive, alors T* est uniformément préférable a T et T* est aussi
VUMSB.Onadonc T =T".

Théoreme 58 de Lehmann-Scheffé]

Soit T un estimateur sans biais et S une statistique complete. Alors T* = Eg[T|S] est VUMSB.

Démonstration:

Soient Tj et T> deux estimateurs sans biais de 0 et T}", T, les estimateurs optimaux correspondants. 7} — T
est un estimateur de moyenne nulle. Mais comme S est complete, on a alors T}" = T, Pg-p.s. et on donc unicité.

Le fait que T* soit VUMSB est une conséquence du théoreme de Rao-Blackwell: supposons que T soit

VUMSB. Alors T* est préférable a T donc T* est également VUMSB. Comme il est unique, on a égalité entre T
etT*. 0

Exemple:

Pour un n-échantillon (Xj, ..., X;;) gaussien de loi A (m, 02), avec 0 = (m, %), la vraisemblance s'écrit

n
L(x,0) = 2m) "?exp |- —x2+ —X— — — —Ino
(x,0) = 2m) P| =552 2 507 " 3

(82)

Le modele est exponentiel (donc homogene) et la statistique naturelle est (?, Y) etle parametre canonique

est (-n/(202),nm/c?). Lespace des parametres canoniques est A =] —oo,0[xR. C’est donc un ouvert et par
conséquent la statistique canonique est exhaustive et compléte.

Posons T = (Y, ﬁ) On peut donc choisir comme estimateur sans biais (X, §2) avec 8% = n/(n—1)x (F - Xz).
Le théoreme de Lehmann-Scheffé donne alors comme VUMSB

(B0 [X17] E0 [$%171) (83)

Mais X et S? sont déja des fonctions de T et par suite, (Y, §2) est un VUMSB pour 6.
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3.3.3 Borne de Fréchet, Darmois, Cramer, Rao

Lorsque 'on utilise le risque quadratique multidimensionnel pour la classe des estimateurs sans biais, on
peut obtenir une borne inférieure pour la variance.

Théoreme 59 Borne FDCR

On considére un modele régulier X ~ Py ot I'information de fisher 1(0) est inversible VO € ©.
Soit T un estimtateur sans biais de ¢(0) € R tel que :

o p(0) =Eg[T] est différentiable en 6.
« Eg[T] est différentiable en 6 sous le signe somme.

Alors

Vg(T) = Vg(6) x1(0) ! x V(@) (84)

(.

Dans le cas particulier ou T est un estimateur sans biais de 6, on a Eg[T] = 0, c’est a dire que la fonction ¢
se réduit a I'identité. Linégalité devient alors

Vo(T) = 1(0) (85)

Démonstration:

* Nous commencons la démonstration dans le cas dela dimension 1 (d = p =1, 0 € R, ¢p(0) € R). En dérivant
par rapport a 6 la fonction g(6), on a:

V(0) = f T(x)VL(x,0) Le.0) L(x,0)u(dx) =E[T(X)S(X,0)] (86)
ol p estla mesure dominante. Mais Ey[S] = 0 donc:
Vp(0) =Eg[TS] —Eg[TIE(S] = covp(T, S) 87
Par I'inégalité de Cauchy-Schwarz,
@' (0)? = covg(T, S)* < Vy(T)V4(S) (88)
donc
¢ @40 < Vo(T) 89)

ce qui prouve I'inégalité.

« Soit maintenant p > 1. Pour simplifier les notations, on va omettre la variable 8, bien que toutes les expres-
sions en dépendent. Posons Z = T —¢ — V¢ x 71 x S. Z est une v.a. dont la matrice de variance est symétrique
et positive. Nous allons démontrer que cette variance vérifie

V(Z) = V(T) -V x 17 x V¢! (90)

de sorte que, comme V(Z) = 0, I'inégalité sera démontrée. On rappelle que [, ¢ et V¢ sont déterministes et
que seuls S et T sont aléatoires. Par définition de la variance, on a

V(2) =E[(T-¢-Vp1'8)x (T-p-Vo1's)| 1)
=E[TT'|+E[VoIT'SST'VY | —E[(T-p)S 17V | —E [V I S(T - )] (92)
=V(T)+ VI xE[SSTx17'Ve —~E[(T-$)S' |17V — VI E[S(T - )] (93)
=V(T)+ VIV — (EITS1-pES) 7'V =V 17 (E[ST'] - EISI¢) (94)
=V(T) -V v (95)

Définition 60

Un estimateur T de ¢(0) est efficace s’il est sans biais et atteint la borne FDCR.
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Exemple:

Reprenons I'échantillon gaussien de 'exemple précédent, pour un parametre 6 = (m,o?). La borne de
Cramer-Rao est donnée par

2
-1_[ o%In 0
1" = ( 0 20%n ) (96)
Par ailleurs, nous avons déja calculé la matrice de covariance de I'estimateur T = (X, S?) qui vaut
2
o°ln 0
VH(T)_( 0 20%(n-1) ) 97)

(le calcul de la variance de la variance empirique est assez lourd...). Lestimateur du maximum de vraisem-
blance n’est donc pas efficace pour 6. Par contre X est efficace pour la moyenne m = ¢(0) ou ¢ est la projection
sur la premiére coordonnée. S n’est pas efficace pour o> = () projection sur la seconde coordonnée.

Théoréme 61 Efficacité asymptotique de l’e.m.v.]

Soit Xj, ..., X;; un n-échantillon de X ~ Pg, 6 € ©, ou f(x,0) est la densité de Py par rapport a u. On
suppose que:

* Le modele est homogene et identifiable.

« In f(x,0) est de classe C? en 0 et sa différentielle seconde est localement holdérienne:

V0 € ©,3 V voisinagede O et M : X — R, : (98)

d? d?
V0,,0,€V: Hﬁlnf(xﬁl) - ﬁlnf(x,eg) < M(x)|| 8, — 02|, Pgp.s. (99)

o O est un ouvert de R” et [(0) est inversible V0 € ©
ALORS

Lestimateur 8,, du maximum de vraisemblance de 6 est y/72-consistant et asymptotiquement normal:

Vi (0, -0) %% A 0,107 (100)

En particulier 6, est asymptotiquement sans biais et efficace.

(.

Démonstration:
On notera 8, =6 pour alléger les notations. Par définition de I'e.m.v.,

~ 0 o~
VI(X,0)==1(X,0) = 101
1(X,0) 691( 0)=0 (101)

-~

En effectuant le développement de Taylor a 'ordre 2 de cette expression, il existe { € [0, 0] tel que

0 A~ 8
0—@I(X,0)+(9—9)@I(X,() (102)
Notons
H—H(XQ)—la2 I(X,0) et 0, =0,(X,0) = ! 6Z(X§) (103)
n— n ) - n092 ) € n— n ) - \/ﬁag )
On a alors
0=0,+Vn@-0)H,=vn@-0)=-H,'0, (104)
» Convergence de Oy;:
On=-2% infxno=-L3 s, (105)
n— \/ﬁizl 69 12 - \/ﬁi:1 1

ou S; est le score du modele image par X;. Les S; sont donc centrés et i.i.d. de variance [(6). D’aprés le
théoréme de la limite centrale, O,, converge en loi vers A4 (0,1(6)).

© 2025-2026 ENSAI 48



» Convergence de Hj:

0 est fortement consistant. Pour n assez grand, il existe un voisinage V de ¢ inclus dans [6, 0) et vérifiant la
condition 2:

Le premier terme a droite de I'inégalité est un o p(1) et le second est un @ p(1). Le produit des deux est donc
un o p(1). Ainsi, H, ale méme comportement asymptotique

2

d
H,—-—=InL(X,0)

~ 12
20z s||9—9||><EZM(X,-) (106)

i=1

1d21L(X0) 1idzlf(x 0) liw (107)
———1In O=—) —1In ,0)=— i
n do? n = do? ! ng !

ol les W; sont intégrables et vérifient Ey[W;] = [(0). Les W; sont i.i.d. car les X; le sont et la loi forte des
grands nombres assure la convergence presque stire de H,, vers —[(0).

e Conclusion:

1(0) est inversible. En utilisant les deux résultats précédents et le lemme de Slutsky, on conclut que

V0, -0) = —H 0, %% A (0,10)7) (108)

O

Pour terminer ce paragraphe sur 'estimation sans biais, une remarque:

Théoréme 62 Second principe fondamental de la statistique}

Mieux vaut un petit biais qu'une grosse variance.

3.3.4 Estimateurs bayésiens

Dans un cadre bayésien, la comparaison des deux estimateurs se fera en intégrant le risque sur I'espace des
parameétres. On parle de « risque intégré »

Définition 63

Le risque moyen a posteriori de I'estimateur T associé a la loi a prioriIl et a 'observation x est

R(IL, T, x) = E[c(H, T (x))| X = x] :f c@,T(x)L@,x)do (109)
(C]

(.

Contrairement au cas fréquentiste, ce risque bayésien est un ordre total sur I'’ensemble de tous les estima-
teurs.

Définition 64

Le risque intégré de l'estimateur T associé a la loi a prioriIl est

R(II, T)=Elc(H, T)] =f f c(0, T(x))LO, x)d0d u(x) (110)
XJO

(.

Si 6(x) est un estimateur minimisant le risque moyen a posteriori, alors 6 minimise le risque intégré.
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Définition 65

Soit 9 une classe d’estimateurs de 0. Le risque de Bayes est:

R(II) = inf R, T) (111)
Teg
Lestimateur de Bayes B associé a la loi a priori I1 est I'estimateur qui minimise le risque intégré. 11
vérifie:
* R(I1,0) = R(II) (112)
o § = argminR(I1, T) (113)

(.

Pour une fonction de cotlit quadratique, I’estimateur bayésien est la moyenne a posteriori:
0(x) =E[HIX = x] (114)
En effet, soit £ = T(x). On veut minimiser en ¢:
g(t) = R(IL, T|x) =E[(H - H?|X = x] = E[H*|X = x] - 2¢E[H|X = x] + £* (115)

La résolution de g’(t) = 0 donne le résultat.

Pour le risque absolu, I'estimateur bayésien est la médiane a posteriori:

0(x) vérifie P[H<0(x)|X = x] =1/2 (116)

En effet:
g(t) = R(I, T|x) =E[(H - )| X = x] :f[RlG—tlL(H,x)d(? 117)
=ftoo(9— t)L(H,x)dH+[_;(t—0)L(9,x)d0 (118)
:ftOOIP[H>0|X=x]d9+f_;lP[H<9|X=x]d6 (119)

g=0 <= PH>tX=x]=PH=<t|X=x]=1/2
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Chapitre 4

Estimation par intervalle de confiance

4.1 Intervalle et région de confiance: définitions

Définition 66

Soient Ty, T» deux statistiques a valeurs réelles telles que T; < T, Py-p.s. pour tout 6 € © c R et
PolTi<O0<Tl=1-«a (1)
Alors IC;_4(0) = [T, T>] est un intervalle de confiance de niveau 1 — a de 6.

(.

Définition 67

Un sous-ensemble aléatoire C(X) de ® c RP avec p = 2, vérifiant pour tout 6:
PglfeCX)]=1-a 2)

est appelée région de confiance de 0 au niveau 1 — a.

(.

Les deux criteres de qualité d'un intervalle de confiance (salongueur et son niveau de confiance) s'opposent
etil faut donc réaliser un compromis entre les deux. On cherche généralement un intervalle de longueur la plus
petite possible, pour un niveau de risque a donné.

Etant donné la fonction de répartition F d’une v.a. X sur R, on rappelle que le quantile d’ordre a €]0,1[ de
X est

go =inf{xeR: F(x) = a} 3)

Si F est continue, F(g,) = a et si F est strictement croissante, g, est unique.

1 - F(x)
a

g

2 -1 o 1 2 3

Figure 4.1 — Quantile et fonction de répartition
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4.2 Méthodes pour déterminer une région de confiance

4.2.1 Fonction pivotale

Définition 68

Un pivot Z = Z(X, 0) est une fonction de la variable d’observation X et du parametre 6 telle que la loi de
Z soit libre en 6.

On dit que 6 est un parametre de position pour 7T silaloi de T —6 ne dépend pas de 0, c’est adire si T—6
est un pivot.

On dit que 6 est un parametre d’échelle pour T silaloide T + 6 ne dépend pas de 0, c’est a dire si T + 6
est un pivot.

(.

Le pivot se construit généralement a partir d'un estimateur de 8. Une fois déterminé, on cherche, grace aux
quantiles de la loi, un évéenement B (qui ne dépend pas non plus de ) tel que Py[Z € B] =1 — a. La région de
confiance est alors de la forme IC=[0€©: Z € B].

Exemple:

Soit X3,..., X; un n-échant_illon deloi A(0,1) et soit g = g1-q/2 la quantile d’ordre 1 — a/2 de la loi normale
centrée réduite. Comme /n(X —0) est une v.a. pivotale de loi .4#'(0,1), alors

Pg[\/ﬁ‘i—9|sq]=H(q)—n(—q):1—a 4)
ol IT est la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite, donnée par
1 X 2
I(x) = —f e 2ar (5)
V21 J-c0
et donc
v 45,4
PglOe | X——;X+—|<¢g|=1-a 6
of X =) ©
Lintervalle de confiance est
v d-ai2 3 q1-ai2
IC_40)=|X- ; X+ 7
1 a( ) [ \/ﬁ \/ﬁ (7
2 1-a al

Gar2 = =q1-a/2 qi-a/2

Figure 4.2 — Intervalle de confiance bilatéral de risque a.

Exemple:

Soit (X, ..., X») un n-échantillon de loi A (m, g2).

» Supposons 8 = m inconnu et ¢ connu.

Un estimateur de 6 est donnée par X ~ 4 (A,0/n). On peut alors choisir comme pivot
X-0

Y Vvn

Soit & €]0, 1[. Le choix des quantiles se fait en déterminant q;, g» tels que Pglq1 < Z < qo] = 1—a.

Z

~ AN (0,1) 8)

La symétrie de la loi ./'(0,1) permet de choisir un unique quantile g d’ordre 1 — a/2 contenant le mode de
la densité de la gaussienne pour avoir Py[|Z| < g] = 1 — a. Lintervalle de confiance est alors
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o

ﬁﬂh—a/z

(o

IC_.0) = |X
la() \/ﬁ

Grarz2; X+ 9)

 Supposons m et ¢ inconnu et posons 6 = m.

Lava. Z = (X —6) + (¢//n) définie précédemment suit une loi .# (0, 1). Posons

_n—l

Y = s? (10

o2

ol1 $? est la variance empirique non biaisée. Y suit une loi xi_ , etd’apres le théoreme de Cochran, S2 1L X.
Nous savons en outre que

T= Z B X-m

VYI(n-1) V8%/n

(11

suit une loi de Student a n — 1 degrés de libertés, ne dépend que de m (mais sa loi n'en dépend pas, elle est
libre de m) et peut donc étre choisi comme pivot. Par symétrie de la loi de Student, le quantile r d’ordre 1 — a/2
de cette loi de Student est tel que —¢ est le quantile d’ordre a/2. Lintervalle de confiance est donc

= S - S
ICi_q(m)=|X——=t_q2; X+—=0- (12)
1-a \/ﬁ 1-a/2 \/ﬁ 1-a/2
« Supposons m et ¢ inconnu et posons 8 = (m, d2).
C’est une région de confiance inclut dans R? que nous allons déterminer. Posons
X-m n-1
=(2—2, S2|~ A0, @y (13)
( oly/n o2 ) Xn-1

Notons z le quantile d’ordre 1 — §/2 d’une loi normale centrée réduite et cy, ¢, les quantiles d’ordre §'/2 et
1-f'/2 d’'une loi du chi deux a n — 1 degrés de libertés. Les deux composantes de Z étant indépendantes,

Py (Z€l-z 2l x[c1,c2]) =Py (Z1 € [-2,2]) xPg (Zz € [c1, ) =1 -P)A- ) =1 -« (14)

en posant a = (8 + ') + BB’. Larégion de confiance sera donc de la forme

n-1 n-1

s%; s? (15)

C1 C2

RC1_4(0) = | X - iz; X+ iz

vn vn

X

Variance o2

Moyenne 77

2 3 4

— 0§
3

Figure 4.3 — Région de confiance de (m, o) pour un échantillon gaussien.
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T T @

c1=4qp2 C=q1-p2

Figure 4.4 — Intervalle de confiance bilatéral (loi du khi deux) pour le parametre o2 au risque g

4.2.2 Utilisation des inégalités de Tchebychev et de Hoeffding

Lorsque lav.a. est discrete ou que laloi n’est pas connue, on ne peut pas construire un intervalle de confiance
comme vu précédemment, mais I'on peut introduire la notion plus faible d’intervalle de confiance par exces
dans lequel

PglOell=z1-a (16)

Théoréme 69 Inégalité de Tchebychev]

V(X)
IF’[IX—IE[X]Ize]Se—2 17)

Démonstration
A faire a titre d’exercice (calculer E[| X|] sur I'événement [| X| = €] et sur son complémentaire).

O

Inégalité de Hoeffding] .

Soient Xj,..., X, nva.i.i.d. tellesquea< X; <bP-ps.etS, = Z;‘:I X;. Alors pour tout £ > 0,
n 212
P||YXi—EXiD|=t sZexp(——) (18)
= n(b - a)?
soit encore
P[IS, —E[S,]l=t] <2e ( 2 ) (19)
_ >fl<2exp|———
n n p I’l(b— a)z

Démonstration

Cette inégalité de concentration trés importante est proposée en exercice dans les travaux dirigés.
g

Exemple:

Considérons un n-échantillon Xj, ..., X,; dont la loi, a support dans un intervalle [a, b] indépendant de 8,
admet un moment d’ordre 1. Cherchons un intervalle de confiance pour la moyenne commune 6 = m des X;.

Linégalité de Tchebychev donne comme intervalle de confiance (par excés) de niveau 1 — «

— b-a — b-a
L=|X- ; X+

; 20
vha vha 20)
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Linégalité de Hoeffding permet d’améliorer cet intervalle car

Py lIX-01=t|<2 2nt’ 21
e[l -0z ]_ exp “h_a? (21)

En posant

t=(b-an/—m2 (22)
2n  «a

on obtient un second intervalle (par exces également)

_ 1 2 — 1 2
I = [X—(b—a)\/—ln—;X+(b—a)\/—ln—
2n  a 2n  «a

Les contributions de la taille de '’échantillon et de la longueur du support sont les mémes, mais la contribu-
tion de «a est nettement meilleure dans le second cas, lorsque a est proche de 0. En effet, quand « tend vers 0, le
risque diminue et donc I'intervalle de confiance s’élargit. Mais il s’élargit beaucoup moins vite avec la seconde
inégalité (a vitesse logarithmique) qu’avec la premiere (2 la vitesse de v/a).

(23)

4.2.3 Inversion d’un test statistique

Les tests sont le sujet du paragraphe suivant. Nous y verrons le lien entre test et région de confiance et une
méthode pour déterminer des intervalles de confiance a partir des régions de rejet des tests.

Pour la construction d’intervalles de confiance, il faut privilégier les pivots fonctions de statistiques ex-
haustives et complétes. En effet, le VUMSB est fonction d’une statistique exhaustive complete et la longueur de
I'intervalle de confiance sera donc proportionnelle a la variance de I’estimateur considéré.

4.3 région de confiance asymptotique

4.3.1 Définition

Définition 71

Soit X, ..., X;; un n-échantillon de loi Pg.

Un pivot asymptotique Z,, = Z(Xj, ..., X5, 0) est une suite de v.a. telle que Z,, converge en loi vers une v.a.
qui ne dépend pas de 6.

4.3.2 Méthode du pivot asymptotique
Soit 8,, un estimateur /7-consistant et asymptotiquement normal de 8 (ou plus généralement de g(@)) :
Vi (0, —0) ~ N (0,0%) 24)

Alors un pivot asymptotique est donné par

0,-0
Zp = @ ~ N (0,1) (25)

Si o est connu, on calcule le quantile g d’ordre 1 — @/2 de la loi normale centrée réduite et I’on a alors, par
définition de la convergence en loi,

limy—i0oPylZn<=qgl=1-a/2 26)
limy—t0oPylZp<—ql=al2
Lintervalle de confiance asymptotique de niveau 1 — a pour 8 est alors donné par
0,-0
IC_q(0) = < 27
1-a(0) [ oI 6/] 27)

© 2025-2026 ENSAI 55



4.3.3 Méthode de Wald

Lorsque o n'est pas connu ou dépend de 0, la méthode de Wald consiste a substituer dans la méthode
précédente o () par un estimateur consistant & () de I'écart type et d'utiliser ensuite le lemme de Slutsky.
vn(6,-6)

Zy = = ~ ! N(0,0(6)%) =.A(0,1) (28)
o o)

Si g est le quantile d’ordre 1 — @/2 d’'une loi .A/(0, 1), alors I'intervalle de confiance asymptotique est

1C)_o(6) = [ﬁ—q% 0+ q%

(29)

Exemple:

On consideére un n-échantillon de bernoulli de parametre 8 a estimer. Le parametre d’intérét est la moyenne
de chaque v.a. et un estimateur est donné par la moyenne empirique. Le pivot asymptotique est donné par

n —
—(X-0) (30)
v X(1-X)

En effet, le théoreme de la limite centrale montre que
X-0

Vi———

ve(1-0)

Et comme E[X] = 6, en remplacant @ par cet estimateur et en utilisant le lemme de Slutsky, le pivot asymp-
totique converge en loi vers une gaussienne centrée réduite. L'intervalle de confiance asymptotique est alors

~ AN(0,1) (31)

IC1_(0) = [?—%\/Yu—i);?+%vi(1—% (32)
ol g estla quantile d’ordre 1 — /2 de laloi A(0, 1).
4.3.4 Stabilisation de la variance
Soit ¥ : ® — R une fonction différentiable, telle que ¥'(0) = V¥ (0) = 1/0(0). Si
Vi (0, —8) ~ N (0,06)?) (33)
alors par la méthode delta, on a
Vi (¥0,) —¥(©@) ~ A0,y (@) 0) ]y (0) = A(0,1) (34)

vn (W(@n) —¥(6)) est donc un pivot asymptotique. Si ¥ est bijective et croissante et si g est le quantile
d’ordre 1 — a/2 d’une loi normale centrée réduite, alors on en déduit un intervalle de confiance asymptotique
de la forme

IC1—g(0) = \P—l(\yé—i);\lf‘l(\yé i)] 35
1-a(0) [ 6) NG ()+\/ﬁ (35)

4.3.5 Majoration de o(0)

Soit M > 0 tel que o(0) < M pour tout . On a

o(0)

. _ _ M
1—a:nETng[|0—0|sqﬁ <py|16-0]< g | =Py 0 ¢

NG

ce qui donne un intervalle de confiance par excés de § a un niveau = 1 —a.

=Py (36)

4.3.6 Inversion d’un test statistique

Considérons un test asymptotique de région critique R relativement a un parametre 8, pour un risque «
fixé. Alors on peut considérer la région d’acceptation R comme l'intervalle de confiance au niveau 1 — a pour 6,
grace al’équivalence

X€eRy < 0elC(X) (37
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4.4 Choix des quantiles
Une loi de probabilité de fonction de répartition F est unimodale s'il existe x; tel que F soit convexe avant

X et concave apres. xs est alors le mode de F.

Soit f la densité du pivot Z. Si f est unimodale de mode j, et vérifie, pour a < b,

b
'P[dSZSb]Z[ fXdx=1-a (38)
a
«f(@ = f(b) >0 (39)
(40)

ea<xy<b

Alors [a, b] est 'intervalle de longueur minimale vérifiant la premiére condition

(.

Ainsi, par exemple, q1_q/2 est le meilleur choix de quantile pour une loi symétrique. gq/2 et g1—q/2 ne sont
pas optimaux pour une loi du chi deux, mais sont souvent utilisés par défaut.

4.5 Intervalle de crédibilité dans un cadre bayésien

Dans un cadre bayésien o1 'on suppose que X ~ Py et 8 ~ II, 'analogue d’'un intervalle de confiance est

appelé intervalle de crédibilité.

Définition 73

Un intervalle de crédibilité de niveau 1 — & pour 6 est un sous-ensemble ICp(X) < © vérifiant

PHeIChX)| X=x]=P[0elChn(X)| X=x]=1-a (41)

Lorsque 6 est un parameétre réel, alors IC(X) = [a, b] avec a, b vérifiant

b
P[as@slezx]:f LO,x)d0=1-« (42)

a

Dans un intervalle de confiance, le parametre est fixe et les bornes sont aléatoires (en tout cas tant que
I'observation sur X n’a pas été réalisée), tandis que dans un intervalle de crédibilité, les bornes sont fixes tandis

que le parametre est aléatoire.

Exemple:
Considérons un n-échantillon gaussien de loi A4 (6,02) oi1 62 est connu et 6 a pour loi a priori également
gaussienne A (a, b?). Alors on a vu que la loi a posteriori était une gaussienne A (m, 72) avec
1 1 + n
22 52
T b> o
m a nx 43

—_ = — 4 —
2 b o2

soit encore

o?in ¥
m= 02/n+b2a+ 2in+ b2
(44)
. 0°PIn
T 02/n+ b2

Sachant [X = x],lava. Z=(0-m)/t ~ A (0,1). Pour unrisque «a € [0, 1], si g est le quantile d’ordre 1 - a/2
delaloi .A4(0,1), alors I'intervalle

ICn(X)=[m—qt; m+qt] (45)

est (1 —a) crédible car Pz x=x[-g=<Z=<qgl=1-a.
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Chapitre 5

Tests statistiques

5.1 Tests paramétriques

5.1.1 Hypothese nulle et hypotheése alternative

On dispose d'un n-échantillon X = (X, ..., X;;) et 'on veut construire une fonction de décision ¢ (appelée
également fonction de test) a valeurs binaire, de la forme

PX)=1i7x)eR) (1

R < X" est la région de rejet du test et T(X) est une statistique des observations X. On identifie souvent la
fonction de décision et la zone de rejet.

Définition 74

Un test pur est une statistique ¢ : X — {0, 1}
R=¢"1(1) ={x e X: ¢(x) = 1} est larégion de rejet du test.
R=¢71(0) = {xe X: ¢(x) =0} est la région d’acceptation du test.

(.

On suppose que 'on se place dans le cas d'un modeéle paramétrique oi1 le parametre 6 € ©. O est partitionné
en deux sous-ensembles O et ©; de telle sorte que Oy N O = @. Oy € Oy, 07 € O1.

Définition 75

Faire une hyopthese # sur 8, appelée hypothése nulle, consiste a se donner un sous-ensemble 0, de
0. On note cette hypothese:

=]f()29€®0 2)

On note ] I'hypothese alternative:

;75)129€®1 (3)

ol10; cO et Oy NO; = @ (souvent Og = O1).

.

Définition 76

Lerreur de premiere espéce consiste a rejeter #j a tort.

Lerreur de seconde espére consiste a ne pas rejeter % a tort.

(.

Dans 'approche de Neyman-Pearson, les deux hypothéses ne sont pas symétriques: on part de I'idée que
J est vraie a prioriet]’on va essayer de se convaincre (ou pas) al'aide des observations, que ce n’est pas le cas.
Sy est’hyopthese privilégiée, en ce sens qu’elle est supposée vérifiée tant que les observations ne conduisent
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pas alarejeter. Les observations amenent alors a accepter 4y (on dit plut6t « ne pas rejeter ») ou bien a rejeter
cette hypothese au profit de /7.

1l existe différentes formes d’hypotheses:
» Hypotheéses simples: g = {0y} et ©; = {#;} sont des singletons.

« Hypothese simple contre hypothése composite:
Test bilatere: ©g = {6p} et ©; # {0} ou test unilatere: Og = {fp} et @1 = {0 €O :0 > 6y}.

« Hypotheses composites: lorsque les deux ensembles ©¢ et ©; contiennent au moins deux éléments.

5.1.2 Risque, niveau, puissance, efficacité
Le risque de premiére espéce (fausse alerte) s’écrit
a(@) =Py (R) =Py [¢p(X) =1] =Egl¢p(X)], pour 0 € O¢ 4)
Le risque de seconde espéce (non détection d'une erreur) s’écrit

B6O) =Py (E] =Py [¢p(X) =0] =Eg[1 - p(X)], pour O € ©, Q)

a est donc une fonction défini sur O et a valeurs dans [0, 1], tandis que f est une fonction définie sur ©; a
valeurs dans [0, 1].

On souhaiterait minimiser ces deux risques simultanément mais ce n’est pas possible et il faut faire un
compromis (minimiser a revient a minimiser la taille de R, tandis que minimiser f revient a augmenter la taille
de R). On peut privilégier le risque de fausse alerte et demander qu'il soit aussi petit que possible.

Définition 77

Le niveau a* d’'un test est

a* = sup a(9) (6)
9690

(.

Ce supremum existe (il est défini sur un ensemble non vide et borné) mais n’est pas toujours atteint. On
dira que le test est de niveau a sia = a* et qu’ilest de seuil a sia < a*.

Pg, (R) < a* @

Pour tout test, on dispose donc d’une famille de régions critiques (Ry) 4¢j0,1; indicées par le niveau a du test.

Supposons qu’il existe une statistique a valeurs réelles T'(X) (appelée statistique de test) telle que

¢ =1500(T(X)) = ]l[T(x) > 5] 8)

Définition 78

La valeur critique (ou p-valeur) d'un tel test ¢ est, pour toute observation x donnée,

p(x) =sup Py[T(X) > T (x)] 9)
HEG()

p(x) estle plus petit niveau a partir duquel on rejete .5 sur la base de ’observation x.
Px)=1 = Tx)>s = pX)<a (10)

Dans le cas ou © = {0}, la p-valeur est donc la v.a. fonction de X égale a la plus petite valeur de a a partir
de laquelle on rejéte Ay au vue des observations. C’est a dire:

e Ya < p(x), on ne rejete pas #.
e Va > p(x), on rejéte .
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Interprétation de la p-valeur: on calcule la probabilité (sous .#3) d’obtenir pour T une observation aussi
extréme que T'(x). Cette probabilité est la p-valeur. Avec la p-valeur, on cherche a quantifier le fait d’étre bon
ou pas dans le fait de rejeter .#5. La p-valeur représente donc le point de basculement entre rejet et non-rejet,
pour une observation donnée. Si elle est petite, on peut rejeter #y. Nous allons revenir rapidement sur cette
définition dans les exemples ci-apres.

On peut démontrer (a titre d’exercice) que p(X) suit une loi uniforme sur [0, 1].

A

a
px)
e > R s(a) ~— 0
vraie valeur de 6 T (x) observé 0 a grandit
Figure 5.1 - p -valeur et risque
A partir du risque de seconde espéce 8, on calcule la puissance y du test:
YO)=1-Py[T=0]1=1-p(0) (11)
de sorte que y prolonge a ©, la fonction a.
a(6o) =Py, [T =11 =g, [T] (12)
Y1) =Pg, [T = 1] =g, [T] (13)
Etl'on peut résumer les liens entre a, § et y dans le tableau ci-dessous:
w Ho SO
Décision
) l-a ﬁ
J0 a y=1-p
Définition 79
La courbe d’efficacité d'un test T est la fonction
h:0pU0; —[0,1]1:0 — h(@) =1-y(0) (14)

Nous donnons maintenant plusieurs exemples pour illustrer toutes ces définitions.
Exemple:

Le ministére de la santé étudie régulierement la nécessité de prendre des mesures contre la consomma-
tion d’alcool et I'efficacité de ces mesures. L'Insee fournit a cet effet des données annuelles de consommation
moyenne d’alcool par personne et par jour. En 1991, la loi Evin interdit la publicité sur les boissons alcoolisées
et lance une campagne de sensibilisation sous forme de spots publicitaires. Avant la loi Evin, la consommation
d’alcool moyenne chez les personnes de plus de 15 ans était de 35 g par jour. Lobjectif premier de la loi était
de baisser cette consommation journaliere moyenne a 33 g. En se basant sur |'observation des consommations
moyennes de 1991 a 1994, le ministere a fixé la regle de décision suivante: si la moyenne des consommations
journalieres sur ces quatre années est supérieures a 34.2 g, alors les mesures prises ont été inefficaces.

On suppose que les données recueillies sont des réalisations de v.a. supposéesi.i.d. et deloi normale .4 (6, 0?)
avec o = 2. On note X;, i = 1...4, les moyennes de consommation journaliéres pour chacune des quatre années
de I'enquéte et I'on note X la moyenne empirique des X;.
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Le test est donc le suivant:
ejfo :0=33
{ 7o 09
Lhypothese nulle est 6 = 33 car on souhaite que la politique ait été efficace. On suppose donc !'effet signi-
ficatif a priori.

Il semble naturel de choisir X comme statistique pour mesurer I'effet moyen de la consommation journa-
liere (pourquoi ?). Nous commencons par calculer I'erreur de premiére espéce a du test, en notant s = 34.2 le
seuil de significativité choisi (arbitrairement) :

a=Ps3[X >s] =P33[X —33>s5-33]=1-11(34.2—-33) = 0,1151 (16)

OuI1 est la fonction de répartition d’'une loi normale centrée réduite:

,tz

M(x) = 2dr a7

1 X
— [
V21 J-oc0

X suit une loi normale de moyenne 6 inconnue et de variance 1, car la somme de v.a. normales indépen-
dantes est également normale et nous avons choisi I'écart type afin que la variance de X vaille 1.
Le risque de seconde espéce est
B=P35[X <] =P35[X —35 < s—35] =II(s - 35) ~ 0,212 (18)
Les deux hypothéses jouent des roles dissymétriques car les conséquences liées aux deux types d’erreurs

ne sont pas les mémes. Lorsque la valeur du seuil s augmente, il est clair que a décroit vers 0 tandis que S croit
vers 1. On ne donc pas minimiser les deux simultanément (on remarque par ailleurs que a + 8 # 1).

La valeur de a par défaut est souvent 5%. Le seuil correspondant, que I'on notera s* = s(a) (ou parfois
c¢* = c(a)) vérifie :

Pas [Y> s*] —0,05=a < 1-Ps; [Y—gs <s* —33] = 0,05 (19)
— P[Z<s"-33]=0,95 (20)
— TI(s* —33) = T1(1,65) @1)
> 5" =33+1,65=34,65 (22)

Ainsi, sil’on pose s = 34.65, le test défini par ¢(x) = 1 [z534 ¢5) €st donc de niveau a = 5%.

Sil'on a observé x = (34.7, 34.4, 33.7, 33.3), alors la moyenne est X = 34.025 et la p-valeur du test (pour
cette observation) est

p(x) = P33[X < 34.025] = 0.153 (23)

0.153 est le niveau minimum auquel on va rejeter ./ pour ces observations. 0.05 est plus petit que cette p-
valeur et effectivement, on accepte #j a ce niveau de 5% car la moyenne observée de 34.025 est bien inférieure
a34.645.

Exemple:

On consideére un n-échantillon gaussien de loi .4'(6,1) dont la moyenne 6 est inconnue. On définit le test :

{;75)029590 24)

A 9>90

Ou 0 € R est fixé. Une idée niturelle est de considéter la moyenne empirique X ~ N (0,1/n). En ce cas, et
sous I'hypotheése /4, la v.a. /r(X —0) suit une loi A4 (0,1).

Une région de rejet serait de la forme R(q) = [x: V(X —6g) > q]. Le quantile g doit étre déterminé pour
que le test soit de niveau a. On considere donc, sous 'hypothese A, un 8 < 60y :

Py [R(q)] =Py [ Vi (X =00) > q] =Py [V (X~ 0) + VO -00)> g (25)
<Py [\/E(Y—e) > q] 26)
=P[Z > q] 27)
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L'égalité n’est obtenue que si 6 = 6. Ainsi, a* = SUpgeg, Po[R(P]I =P[Z > ql =1-T1(q)

ol IT est la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite et Z ~ .A4(0,1). g doit donc étre égal au
quantile q;_4 d'une loi normale centrée réduite pour que le test soit de niveau a.

Exemple:
On effectue n lancers a pile ou face indépendants avec une méme piéce.

On souhaite savoir si la piece est équilibrée. On dispose donc d'un n-échantillon de Bernoulli de parametre
0 et le test est défini par

{ Jf0:9=1/2 28)

JO:0#1/2

Nous avons 6 = Eg[X;] et nX suit une loi binomiale B(n,6). Sous 'hypothese ., cette v.a. suit donc une loi
B(n,1/2). On propose comme région de rejet

R(a,b)=[b<XouX<al (29)

avec a < 1/2 < b. Il faut également calculer a et b de telle sorte que Pg=1/2[R(a,b)] =a.Ona

Pi2 ([X < a] u[X>b]) =Pu [nX < na| 0 [nX > nb|) =112 [X < a| +P112 [X > b| = @ (30)

chacune des deux probabilités ne peut prendre qu’'un nombre fini de valeurs car nX est a valeurs dans
{0, ..., n}. On ne peut pas choisir @ quelconque: il n’existe pas toujours de test de niveau a. Par contre, on peut
toujours définir un seuil. Dans I'exemple, on peut montrer (a titre d’exercice) que si n = 1000, a = 0,469 et
b = 0,531 donne un test de seuil @ = 5%. C’est d’ailleurs le test le plus puissant parmi tous les tests dont le
milieu de [a, b] est 1/2.

Test pur et test aléatoire

1l existe une notion de test aléatoire (ou test stochastique ou encore test mixte) qui étend la notion de test «
pur ». Dans un test pur, il n'y a que deux décisions possibles: on rejéte ou on ne rejete par ’hypotheése. Lexemple
discret précédent montre que ce type de test peut poser probleme. Pour éviter cela, on peut considérer que la
valeur T'(x) peut étre comprise entre 0 et 1 et représenter une probabilité de rejeter #, avec 1'observation x.
Lensemble T~ (10,1 s’appelle alors région d’hésitation du test.

Lintérét des tests aléatoires est essentiellement théorique: ils permettent de démontrer des théorémes
d’existence et d’'unicité. Une interprétation d'un test aléatoire consiste a définir, a x fixé, ¢p(x) comme étant
la probabilité de rejeter .#%. On considere alors un tirage aléatoire Y suivant une loi de Bernoulli de parametre
¢(x). Soit y une réalisation de ce tirage. On rejete #7 si y = 1 et on accepte si y = 0.

Laloide Y sachant [X = x] est une loi de Bernoulli de parametre ¢(x). Ainsi,

E[Y|X = x] = ¢(x) (€20)
E[Y]X] = ¢p(X) (32)
E[Y] =E[¢p(X)] (33)

a(0) =Eglp(X)] (34)
BO) =Ep[1 - p(X)] (35)
(36)

Construction pratique des tests

Lidée de Neyman et Pearson (en 1933) est d’avoir une approche en deux temps: on commence par contro-
ler le risque de premiere espéce a, puis une fois ce risque fixé, on cherche parmi les tests restants ceux qui
minimisent B. Pour construire un test, on proceéde suivant les étapes suivantes:

1. Détermination du modele statistique représentant le phénomene aléatoire étudié.

2. Détermination des hypotheses ./ et A7 .

3. Détermination d’'une statistique de test 7.

4. Détermination de la forme de la fonction de test ¢ et de la forme de la région critique.
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5. Détermination des constantes et quantiles intervenant dans ¢ de telle facon que le test soit de niveau ou
de seuil donné. Cela revient a déterminer la frontiere de la région critique.

6. Conclusion au vu de I'’observations x.

7. Evaluation de la puissance du test.

5.1.3 Tests de deux hypothéses simples

On parle de test a hypothéses simples lorsque ./ est un singleton, c’est a dire que le test est de la forme
0= 9() vs 0 = 91
Le lemme de Neyman-Pearson

Un test est dit « uniformément plus puissant de niveau « » et noté UPPa s'il est de niveau a et qu’il est plus
puissant que tout autre test de niveau a. Il est donc optimal parmi tous les tests lorsque le niveau «a est fixé.
Dans le cas d’hypotheses simples, il existe toujours un test UPP« et ce test (indiqué par une *) vérifie

Y*(61) =Py, (R*) = supPy, (R) = supy(61) (37)
R R
Le sup étant pris sur 'ensemble des tests de niveau a (donc également sur I'ensemble des régions de rejet

possibles, puisqu’un test pur est caractérisé par sa région de rejet). Pour montrer |'existence d'un test UPPa, on
pose

* a—a* %

Px)=¢" (x) + —a 1-¢" (x) (38)
Donc ¢(x) € [0,1] et ¢ définit bien un test. Par ailleurs, Eg, [¢] = @ et comme ¢* (x) < ¢p(x), pour tout 8; € O,

onaky, [¢*] < Ep, [¢]. Par conséquent, ¢ est un test de niveau a uniformément plus puissant que ¢*.

Définition 80

Un test est sans biais si sa puissance y est supérieure ou égale a a:

YO = a (39)

(.

Soit a €]0, 1[. Un test UPPa est sans biais.

(.

Démonstration

Soit ¢* un test UPPa. On considere le test suivant (appelé test constant) : ¢p(x) = a rejete Ay quelque soit
les observations. Ce test est de niveau « et donc Eg, [¢p*] = Eg, [¢p] = a.

|

Supposons l'existence d'une mesure dominante p telle que V8 € ©, on puisse définir une vraisemblance
L(X,0).

Définition 82

Le rapport de vraisemblance LR(X,0,,6y) est la v.a. définie par
L(X,0y)

LR(X,07,0p) =
(X,01,00) L(X.00)

(40)

.

Elle est définie si L(X,0p) > 0 Pg presque stirement. En ce cas, un test de Neyman-Pearson est un test dont
la région critique est de la forme

R(c) =[LR(X) > c] (41)

Dans le cas contraire, la région de rejet peut s’écrire sous la forme R(c) = [L(X,6;) > cL(X,0¢)]

© 2025-2026 ENSAI 63



,—M—[de Neyman—Pearson]

Soit a €]0, 1[ fixé.
 Un test de Neyman-Pearson de niveau a €]0, 1] est UPPa.

« Tous les tests UPPa sont de cette forme pour une constante c(a) donnée.

Pg, [LR(X,01,00) > c(a)] = a (42)

¢ La fonction de test est de la forme
1 si LR(x,01,0p) >c

¢x)={ k si LR(x,01,60)=c (43)
0 si LR(x,601,60p)<c

(.

SiPg,[LR(x,01,00) = c] =0, alors k =0 ou 1 et le test est pur. C’est le cas lorsque les v.a. sous jacentes sont a
densité continue.

Lidée de Neyman-Person est donc de fixer «, puis ensuite de minimiser (. Ceci est équivalent a fixer a et
a maximiser la puissance y pour cette valeur de @« donnée. Un test UPPa est un test pour lequel « a été fixé et
I'on cherche le test de plus grande puissance.

Démonstration

idée: silav.a. LR(X) aune fonction de répartition continue, alors c existe. Il existe une version plus générale
avec des tests stochastiques qui assure que c(a) existe toujours. La démonstration est un peu longue et nous
I'omettons donc.

|
On dit qu'un test est consistant lorsque limg_. ;. o,y (0) = 1.
Exemple:

Considérons un n-échantillon de loi normale X ~ A (0,02). 62 est connu et le test est défini par #:0p =0
vs A :0:=1

Un calcul rapide du quotient des deux vraisemblance montre que la région de rejet est donnée par
R=[LR(X) > c(a)] = [exp (i (Y— 1)) > c(a)] = [Y > s(a)] (44)
202
ol s(a) est une fonction de n et de o. On pourrait déterminer s(a) en fonction de c(a) mais cela n’a aucune

utilité; il suffit seulement de savoir que la région de rejet est de la forme X supérieur a un seuil. On choisit alors
ce seuil s = s(a) de telle sorte que

Pg, [R] = Py, [Y>s]=n3> PRSI (45)
o
ol Z ~ A (0,1). En effet, sous #, X ~ A (0,0%/n). On veut donc
\/ﬁs) o 4 o
1-M|—|=a < s=§53=— l-a)=—¢q;- 46
( pn a \/ﬁ(/) ( ) \/ﬁql a (46)

oll g = g1, estle quantile d’ordre 1 — a de la loi normale centrée réduite.

Finalement, le test de Neyman-Pearson est défini par

¢X)=1ixep =1 [Y>qa/\/ﬁ] 47)

Quelle est la puissance du test ?
Y =Py, [R]=P1(\/ﬁi>ﬁh—a) =Py, @+g>q1-a (48)
=1—H(q—?)"*—+»°°1 (49)

Le test est donc consistant.

© 2025-2026 ENSAI 64



Les observations ayant conduits a la valeur X utile dans le test, si a petit, X < d, et si @ grand, X > d,, de
sorte que le moment de basculement intervient quand « vérifie X = d,,. La p-valeur vaut ici

px) = a) =P [Y> Ao

La faiblesse dans la notion de p-valeur est le fait qu’elle ne prenne en compte que '’hypothese nulle.

5.1.4 Modeles a rapport de vraisemblance monotone

Définition 84

Un modele statistique (X, B, (Pg)geo) avec © < R est dit a rapport de vraisemblance monotone en une
statistique T si, pour 6 < 0, il existe une fonction ¥ : R — R monotone, dépendant de 6, et 0, telle
que

LR(x,61,00) =y (T (x)) (51)

.

On peut également parler de modéle a rapport de vraisemblance strictement monotone, croissant ou dé-
croissanten T, si y l'est.

Lexemple fondamental de modéle a rapport de vraisemblance monotone est est donné par la famille des
modeles exponentiels, pour lesquels le rapport de vraisemblance se factorise au travers de la statistique privi-
légiée.

LR(x,6",0) = exp [ T(x)(A(8") - A(6)) - (B(B") - B(6))] (52)

Le test se lit alors directement sur la statistique 7.

5.1.5 Tests composites
Extension du lemme de Neyman-Pearson

Dans un test composite, @y ou ©; contiennent plus d'un élément.

%02 HEGQ
<}f129€@1 (53)
OyNO;=¢

Les définitions sont les mémes que pour les tests simples, mais dans le cas composite, les tests UPPa
n’existent que tres rarement. Malgré tout, certains résultats du lemme de Neyman-Pearson s’étendent au cas
composite.

W{de Neyman-Pearson étendu]

Soit a €]0, 1[ fixé.

S'il existe Oy € O tel que Eg, [T] = a et si pour tout 67 € @; on peut trouver une constante c(a) vérifiant

T =1{LR(x,6:,00) > s(a)] b

Alors T est UPPa parmi les tests de niveau a.

Exemple:
Considérons un n-échantillon gaussien X; ~ 4 (0,02) et le test défini par

{ Hp: 0<6)

=;Loll 6>90 (55)

Calculons la puissance et le niveau du test. Soit 8 € ©¢:
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o [=_ 0 o [Vr— vn o o . Vn
Y0)=Pg | X > ﬁﬂh—a =Py [ p (X-0)+ 5 (0 —-00) > \/ﬁéh—a =1 H(Ch—a - (0 —-060) (56)
=H(g(9—90)—611—a) 67

La fonction de répartition IT est continue et croissante, par conséquent:

a*=supPy[RI=T(-q1-a)=1-(1-a) (58)
0<6

Le test est donc bien de niveau a. Considérons maintenant un autre test de niveau « et de région critique
R’ (pour les mémes hypotheses). La région critique R, dans le test de Neyman-Pearson de 4} : 0 = 6y vs A4 :
0 = 0, vérifie, d’aprés le lemme de Neyman-Pearson,

Pel (Rg) = I]:Dﬂl (Rq) (59)
et le test est donc bien UPPa. Pour un test composite, ceci se produira rarement.

Tests unilateres de A4 :0 =0y vs A :0 >0y ou A : 0 <6

Dans le cas d'un modéle statistique a rapport de vraisemblance strictement croissant en T'(x), il existe pour
tout a €]0, 1[, un test UPPa de la forme

P(xX) =Li7x)>s (60)

Ceci est une conséquence du lemme de Neyman-Pearson étendu. La méme conclusion est valable pour
une hypothese # : 0 < 0, avec

P(x) = Li7x)<s] (61)

Tests unilateres de /% :0 <0y vs A :0 > 0,

Théoréeme 86 de Lehmann

Soit un modele statistique a rapport de vraisemblance strictement croissant en T'(x). Pour tout a €]0, 1],
il existe un test de niveau @« UPPa de la forme

¢ (x) =1 i7)>5 (62)

De plus, le niveau « est atteint pour 6 = 0,

Tests bilateres #:0 <60, oul =0, vs A :0 €]0:,0,

Il existe un résultat dans le cas ou1 le modéle est exponentiel, dominé par une mesure , de statistique
privilégiée ¢, de parametre A(0) et de fonction de log-partition . Si A est strictement croissante, de telle sorte
que le modéle soit a rapport de vraisemblance strictement croissant en T'(x), alors pour tout « €]0, 1], il existe
un test de niveau @ UPPa de la forme

o) =1 [e1<p(x)<cs] (63)
De plus, le niveau est atteint en 8, ou 0,.

1l existe d’autres résultats du méme type avec les tests bilatéres, mais il n’est pas question ici d’en donner
de liste exhaustive. Nous en verrons certains exemples en travaux dirigés.

5.1.6 Tests asymptotiques
Test de Wald unidimensionnel

On dispose d'un estimateur T, de 6 déterminé a partir du n-échantillon.
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Définition 87

Un test de région de rejet R est de niveau asymptotique a si

sup llm 1 Py (R) = (64)
0e6p "

(.

Théoréme 88 Test de Wald en dimension 1]

On suppose que O c R et que les deux hypotheéses suivantes sont vérifiées:

VI (T, —6) ~ A (0,5%(6)) (65)

g%:0 —]0, 00 est continue (66)
Alors le test asymptotique A% : 0 =0 vs A : 0 # 0y de région de rejet
ol e

67
(Tn) q] ©7

ol g est le quantile d’ordre 1 — a/2 d'une loi 4 (0, 1), est un test de niveau a qui est consistant.

Démonstration:
Si Z,, ~ Z avec Z(0,1), alors
lim P(Z, € la,b])=P(Z€ [a,b)) (68)
n—+oo

car la frontiere de 'intervalle [a, b] est de mesure nulle. Ainsi,
Tn - 90 ]
n > (69)
Tyl

=P[Z>ql=a (70)

nl—l»rPoo [FDGO (R) = nLH-POOIPQO [

Pour démontrer la constistance du test, nous devons montrer que V60 € 01, lim,Pg(R) = 1. Ceci revient a
démontrer que la limite de la probabilité du complémentaire tend vers 0. Nous avons

ot
En utilisant I'inégalité |x — y| = |x| —yI, il Vient'
Po® =P "/_ o) " (Tn) ] 72
=Fo ‘/_ﬁ(Ti(;' f'ﬁ'im =1 )
<Pg |10 -0l < %)x%Hn—BHU\(/%)q (74)

Le terme o(T,,)/v/n tend vers 0 en probabilité quand n tend vers l'infini, tandis que /n|T, — 0|/0(T},)
converge en loi vers une gaussienne centrée réduite. L'expression a droite de 'inégalité tend donc vers 0 en
loi et en probabilité et par suite, la probabilité tend vers 0 avec n.

g
Exemple:
On consideére un modele d’échantillonnage avec comme statistique T}, = §nMV =0, 'estimateur du maxi-
mum de vraisemblance de 6. On suppose que © c R et que le modele est dominé de vraisemblance f(x,6).
Sous les conditions de régularités suffisantes, nous savons que
Vi (0, —6) ~ A (0,107 (75)
Lapplication & — [(0) est continue et définie positive (ici, c’est donc un scalaire >0). Le test de Wald avec
F6 10 =00 vs A : 0 # 0y a pour région de rejet

R=

>q (76)

' yadn=0o
o@y)
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Test de Wald multidimensionnel

On considere le test

{Jfg;@€®0={9€Rd:g(9)=0} 7
A 0¢0

olig:RY —R"oun<d.

Théoréeme 89 Test de Wald multidimensionnel}

On suppose que les hypotheses suivantes sont vérifiées:

o V1 (0,—8) ~ N (0,107

« 1(6)~! est une fonction continue de 0

« g est de classe C! sur R? et sa matrice jacobienne J ¢(0) est continue en 0

e1g(Jg@)=r

Alors le test A7 : g(0) =0 vs A : g(0) # 0 est de niveau asymptotique «a et sa région de rejet est

R=[ng®'B®)'g®) >q] (78)

Test du rapport de vraisemblance maximal
Considérons le test suivant

Jfo: 9:90
{ %129?590 (79)

Le théoréme de Neyman Pearson ne s’applique pas car le test est composite. On suppose que L(X,6) est
continue en 6 et 'on pose

A SuPazo, L(X,0)  supgeeL(X,0) L(X,0,)

= = = (80)
" supg_g, L(X,0)  supg_g, L(X,0)  L(X,60)
Définition 90
Un test de vraisemblance maximale est de la forme
PX) =1, (x) > 5] (81)

Exemple:

Consideérons un n-échantillon gaussien (Xj, ..., X;;) de X ~ A'(6, 02) ol1 62 connu. Considérons le test com-
posite A5 : 0 = 0y vs A, : 0 # 0. Lestimateur du maximum de vraisemblance est @ = X. L'estimateur restreint
est, par construction de I'hypothese nulle, 8y = 6. La vraisemblance de I’échantillon est

n

Lix,0)=]]

1
@ro?)~l? exp (—ﬁ(xi - 9)2)

(82)
i=1
On pose alors
n
R=[LR(X,0,80)>s] = |exp (—% > (6 -%02 - xi- 90)2)) > (83)
i=1
=[|x 60| >3] (84)

En développant, en simplifiant, en composant par la réciproque d’exponentielle, etc.

Exemple:

Considérons un n-échantillon de loi de Poisson de parametre A et le test
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%{) A= /1()
{ ejfl A # /10 (85)
Il n’existe pas de test UPPa correspondant a ce probleme. La vraisemblance de I’échantillon est
n e_'m
L(x,A) = ATim % (86)

n

.|
i=1 %

Nous savons que le maximum de vraisemblance est atteint pour A =X et le maximum restreint est ici égala
Ao d’apres la forme de 'hypothese nulle. Le rapport de vraisemblance maximale est

Y xi _
AG) = (@) e (87)
X
On adonc
—2InA(x) =2n(XIn(x/Ao) + Ao — X) (88)

Ici, d =1 et p = 0. Le théoreme de Wilks assure que, sous %, lorsque n tend vers l'infini,

— (X —
2n(Xln(—)+)lo—X)wﬁ (89)
Ao

La région de rejet sera donc de la forme

R=
0

— (x —
Zn(Xln(A—)+/10—X)2t] (90)
ol1 ¢ est le quantile adéquat de la loi du y2.

On fait 2 nouveau ’hypothese que y'n ©,-0) converge en loi vers A (0,1(0) ') et que la matrice d’information
1(0) est définie, inversible et intégrable. On note H = (h;); j lamatrice hessienne de la log-vraisemblance et1'on
suppose en outre que

Vx, V0,0'€©, |hj(x,0) - hij(x,0) < M(x) x |0 —6']| G
ol M est une fonction mesurable vérifiant E[M (X;)] < co. On rappelle enfin que
2

hij(x,0) = 36,0,

In f(x,0) (92)

Théoreme 91 Théoreme de Wilks (1938)]

Sous les conditions précédentes, si © c R% est un ouvert convexe, alors

Anzzlnanxfi (93)

Idée de la démonstration
O

Si @ = RY et si Oy est un sous-espace vectoriel de dimension p, alors 2In A, (X) converge en loi, sous 4,
vers une loi )(fi_ » (sous certaines hypotheses de régularité du modeéle).

5.2 Quelques tests non paramétriques
5.2.1 Quelques exemples

5.2.2 Le test de Student

5.2.3 Le test de signe d’Arbuthnol

5.2.4 Statistiques de rangs
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Chapitre 6

L, Z, U, M-estimateurs

Ce chapitre n’est pas au programme de 'examen.
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Chapitre 7

Notion de robustesse

Ce chapitre n’est pas au programme de 'examen.
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Chapitre 8

Applications
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Annexe A

Quelques rappels utiles

A.1 Lesnotations Py, Ey et Vy

Lespace probabilisé (Q,5,P) dans lequel est défini I'’expérience aléatoire initiale ne sert souvent a rien... La
plupart du temps, les variables aléatoires utilisées sont des fonctions mesurables de Q2 dans X et on peut sup-
poser Q = X en effectuant une « identification canonique ». On notera [P (avec une double barre) la probabilité
(canonique) sous-jacente.

Dans un modele paramétrique identifiable, chaque mesure de probabilité Py de la famille est caractérisée
par une valeur 6 du parametre. Lorsque 'on notre X ~ Py on suppose que la loi de la v.a. X est égale a cette
mesure. 6 étant généralement inconnu, Pg I'est aussi.

Les notations Eg[X] et Vy(X) signifient que I'on calcule I'espérance et la variance de X en supposant que
cette v.a. soit de loi Py, autrement dit,

Eg[X] = fx % Po(dx) )

de facon plus générale, si & est une fonction continue bornée, I'expression Eg [h(X)] signifie

Eo[h(X)] = fx h(x)Pg(dx) 2

On dit que Ey est 'espérance « sous 6 » et Vy la variance « sous 6 ».

A.2 Rappels sur les convergences de v.a.

Soit (X;,) n=0 une suite de variables aléatoires sur un espace probabilisé (Q, §,[P), a valeurs dans R4,

Définition 92

On dit que X, converge vers X quand 7 tend vers l'infini
P-ps. _ . . .
« P-presque stirement, et 'on note X, P x si, et seulement si, P [lim;_. 00 X5, = X] =1
S , P . . .
e en probabilité, et 'on note X;, — X si, et seulement si, Ve > 0, lim,— 1o P[|| X;, — X|| >€] =0

LP . -
e en norme LP, et]’on note X;,, — X si, et seulement si, lim,,_. .o, || X}, — X|lp=0

e en loi, et I'on note X, ~» X si, et seulement si, pour toute fonction f continue et bornée,

(.

X," P X — Ve>0, I]J’(nlirp 11X, — X]| >e])=0 3)
—+00
<~ ANcQ:P(N)=0etVwé¢ N, nliI-P Xp(w) = X(w) (4)
—+00
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On rappelle que la limite supérieure d'une suite d’événements (A,), est définie par

nLlIPooAn =limsupA, =) U Ak (5)

n=0k=n

Un élément w € Q appartient a I’événement limsup A, si, et seulement si, w se trouve dans une infinité de
Ay (C’est a dire qu'il existe une sous-suite 7y vérifiant w € A,, pour tout k).

Soit Fy, la fonction de répartition de X, et soit F la fonction de répartition de X. Alors

X, ~ X < VtoluF,estC°, lim Fu(1) = F(1) (6)
—+00

.

Théoréme 95 de Paul Lévy

Soit ¢, la fonction caractéristique de X, et soit ¢ la fonction caractéristique de X. Alors

Xy~ X <= VIER, lim ¢n(n) = (1) @

(.

X, > xox, 2 x 8)
x, Lxox,Bx )
Xy - X = Xy~ X (10)
L9 L?
Vg>p, Xn—X=>X,— X 1n

.

Théoreme 97 de Portmanteau

Pour toute suite de v.a. (X,), a valeurs réelles et pour toute v.a. X réelle, on a:

Xy~ X (12)
— nler P[X, < x] =P[X < x], en tout point de continuité x de la fonction x — P[X < x] (13)
— nlil}_l E[f(X,)] =E[f(X)], YV f continue et bornée (14)

—+00
— n1_121 E[f(X;)] =E[f(X)], V f bornée et lipschitzienne (15)
< liminfE[f(X,)] = E[f(X)], V f continue et positive (16)
< liminfP[X,, € O] = P[X € O], V¥ O ouvert 17)
< limsupP[X,, € F] <P[X € F], VY F ouvert (18)
— 11111 P[X, € B] =P[X € B], V B borélien dont la frontiére est de mesure nulle (19)
n—+oo

(.

Théoreme 98 de I'application continue]

Soit 1 : R¥ — R” une application continue presque stirement. Alors

Xn 2 X =y (X) 2 y(X) (20)
Xy 2 X = (X)) 2= y(X) @1
Xp~ X = w(X,) ~ yp(X) (22)
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Théoréeme 99 de Prohorov

Pour toute suite de v.a. (X};),, dans RP,
¢ Si X;, ~ X alors la suite (X},); est uniformément tendue.

* Si (Xp),, est uniformément tendue, alors il existe une sous-suite (7) telle que X, ~ X

.

Si ¢ est une v.a. presque sirement constante,

Xy ¢ = Xy~ (23)

X~ X et Yy - ¢ = (X, Yy) ~ (X, ) 24)

X,y 4 Xet Yy - Y = (X, V) — (X, Y) 25)

SiX, LY,VnetX LY, alors: Xy~ XetY,~ Y= (XY, ~ (X,Y) (26)

(.

La convergence presque siire, la convergence en norme L” et la convergence en probabilité sont stables
par addition, multiplication et division. Ceci est faux pour la convergence en loi, mais dans le cas o1 'une des
suites converge vers une constante, on dispose du lemme (trés utile) suivant:

de Slutsky

Si X;, ~» X et Y, ~ c o1 ¢ est une constante, alors:
e X,+Y,~X+c

o YV Xp~cX

e X, /Yy~ X/csic#0

A.3 Les o et 0 stochastiques

Définition 102

X, =0p(Ry) < X, = Y R, avec Y, -0 @7
X, =0p(R,) < X, =Y,R, avec Y, bornée en probabilité (28)

(.

op(l)+op(l)=op(l) (29)
op()+0p(1)=0p(1) (30)
op(l)xOp(l)=o0p(1) (E20)
op(Xn) = Xpop(l) (32)
O p(Xy) = XnOp(1) (33)
op(@p(1)=o0p(l) (34)
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Soit R une fonction définie sur R¥, nulle en 0. Soit X, une suite de v.a. a valeurs dans le domaine de
définition de R. Pour tout p > 0, lorsque x tend vers 0,

« Si R(x) = o(||x]|P), alors R(X,,) = o p(||x||P)
* Si R(x) =0 (||xl|”), alors R(X,) = O p(||x||”)

A.4 Lois usuelles

Nom parametres P[X = k] E[X] V(X) A valeurs dans
. PX=1]=p
Bernoulli pel0,1] PIX=0]=1-p=g p pq {0,1}
, +1 2-1
Equiprobable P X=kl=1/n n " [1...n]
2 12
Binomiale neN*etpe[0,1] | P[X=k]= C’,ipkq”‘k np npq [0...n]
1
Géométrique pelo,1] PIX=k]= qkflp E % N*
/1k
Poisson A>0 PIX =k = e‘AF A A N
. . 4 . * n-1_n _k-n n nq
Binomiale négative | neN* et pe[0,1] | P[X =k] = C..ipq ; ? k=n

¢ Une v.a. de loi binomiale 28(n, p) est la somme de n v.a. de Bernoulli indépendantes de parametre p.

» Une v.a. de loi binomiale négative 28(n, p) est la somme de n v.a. géométriques indépendantes de para-
metre p. Attention a cette loi qui connait plusieurs définitions différentes.

« Les lois binomiales, de Poisson et binomiales négatives sont stables par additions indépendantes.

Nom parametres | densité f(x) E[X] V(X) A valeurs dans
1 + _ )2
Loi uniforme a, p Fa x Lig,p) (%) a 5 4 (,61—;) la, B
. . Ax 1 1
Loi exponentielle VF | A Ae” L o001 (X) 1 =z [0, +o0[
1
Loi exponentielle VO | 0 Ee_X/G]l[o,+oo[(x) 0 0? [0, +00]
- 1 i
Loi de Laplace 2 0 2 R
. 1 1
Loi de Cauchy - > 0o oo R
Tl+x
Loi triangulaire A =]xPDL{=1,13(x) 0 1/6 [-1,1]
. 1 1/x—m)2 2
Loi normale meR,o0>0 exp|—= ( ) m o R
ovV2n 2\ o
a-1qa
Loi gamma a>0,1>0 xF(a) 7“]1[0,00[()6) % /% [0,00]
T'la+b) ,_ _ a ab
Loi bét >0,b>0 | ———x*'1-nb"11 0,1
orbeta “ Tarw® 479 lon® | o Gibeaebrn | OV
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A.5 Index des notations
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