STATISTIQUE MATHEMATIQUE - MS ENSAI 2026-2027
EXERCICE 1.8. CORRIGE

Notations et préliminaires.

Le modele est X; ~%[0,0], 0 > 0 inconnu, de densité

1
fox) = 5 Lio,01 (%),

EX] = 0 VIX] = 6
2’ 12
On note @,- les estimateurs demandés,

M,, = max(Xy,...,X,), et
RO) =E[(0-0)?] = V[0] + b(©)*

I'erreur quadratique moyenne, avec b(ﬁ) = [E[@] -0.

1°. Méthode des moments. On égalise moment
théorique et moment empirique d’ordre 1 :

EX]=-=X = 0,=2X.

N

Biais : [E[@l] =2EX]=2- g =0, I'estimateur est sans
biais. Erreur quadratique : comme b = 0,

- -  VIXI 4 6 0?2
RO)=V[2X]=4——=—+—=—.
n n 12 3n
Convergence : R(@l) — 0, donc 61 — 0 dans1? eten
probabilité; la loi forte des grands nombres donne
méme la convergence presque stre. Le théoreme
central limite fournit la vitesse :
~ 02

v (6:1-6) = (o, ?).
Défaut : 0; peut étre inférieur a M;;, donc prendre une
valeur incompatible avec les observations.

2°. Maximum de vraisemblance. La vraisemblance de
I'échantillon (x,...,x,), tous positifs, s’écrit

n1 1
L(©) = H 61[0,6] (x;) = e_nl[ﬁ > max; x;]-
i=1

On ne peut pas dériver : L est nulle pour 0 < max; x;
puis strictement décroissante en 0. Elle est donc
maximale au plus petit 6 admissible :

0, =M,, = max(Xy,...,X,).

Loide M, : pour x € [0,6],

) x\n nx"1
Fu(0) =PIVi, Xi <x) = () ful0 = =
D’oty, pour k=1,
0 nxn—l n
E[MK =f k dx= K,
(M 0 o or < n+k

~ n
Biais : E[02,] = ——6, donc
n+1

~ 0
b)) =—-——<0.
n+l

Lestimateur sous-estime systématiquement 0 (c’est
inévitable puisque M, < 0 p.s.), mais il est
asymptotiquement sans biais.

Variance et erreur quadratique :

VML = g2 o, no?
" n+2 n+1)2°  (m+1)2n+2)’
~ no? 62 262
R(02)

= + = .
m+12n+2) m+12 m+1Dn+2)

Convergence : R(@®,) = 0(1/n?) — 0, donc
convergence L? et en probabilité. Comme M,, est
croissante et que

P{M, — 6] > €] = (1— g)"

est le terme général d'une série convergente, le
lemme de Borel-Cantelli donne la convergence
presque siire. La vitesse est ici en n (et non /n), avec
une loi limite non gaussienne :

n(0-M,) = £01/0),

carP[n®—-M,) > ] = (1 — t/(n0)" — =8,

Correction du biais : il suffit de multiplier par 2

n ’

~ 1 ~
05 = 22 M,, EBs1 =6,
n
~ ~ n+1\2 no?
R(03) = V[03] = ,
(B) = ViG] ( n ) n+DZ(n+2)
2
soit R(@g) = ———.Onabien R(@g) < R(@g) des que
) nn+2)
n=2.

3°. Estimateur plug-in. Principe de substitution : on
écrit 8 comme une fonctionnelle de la loi, puis on
remplace la loi par la loi empirique. Ici la médiane
théorique vaut 6/2, soit = 2F; ' (1/2), d’o

04 = 2F,,1 (1/2) = 2X (1),

ouX( < --- =Xy estl’échantillon ordonné : avec
n=2m+ 1 impair, la médiane empirique est
exactement X(;;+1)-

Loi de X(;;+1) : en posant U; =X;/0 ~9%[0,1],on a
X(m+1) = 9U(m+1) avec

Ui+ ~Beta(m+1, n—m) =Beta(m+1,m+1),

2m+1)!

)2 u™(1—u)™ sur [0,1].

de densité

Biais : cette densité est symétrique par rapporta 1/2,
donc E[U,+1)] =1/2 et

~ 1
[E[B4]=26-z=6:



0,4 est sans biais.

Erreur quadratique : pour Beta(a, b) la variance vaut

Wb)z‘z#m,iciavecazbzm+1eta+b=n+1:

(m+1* 1
n+1)2(n+2) 4n+2)’

V[Ugn+nl =

V[20U i) = w _ @
D = m+2) n+2

RO,) =

Convergence : R(§4) — 0, donc convergence L2 eten
probabilité (et p.s. par le résultat classique sur la
médiane empirique). La vitesse est en /7 :

V(0 -8) 2 4 (0,62,

conformément a la variance asymptotique
1/(4nfy (0/2)%) de la médiane empirique.

4°. Comparaison. Les quatre risques quadratiques
sont

RO = o R®,) = 20%
Vs Y T i+ 2’
- 62 =R 62

R©3)= ———, R@y) = )
®s) nn+2) ©a) n+2

Pourn=2:
R®3) <R®,) < R©O;) <R®,).

Deux familles se dégagent : les estimateurs fondés sur
une moyenne ou une médiane ont un risque en 62/n,
ceux fondés sur le maximum un risque en 62/n?. Le
meilleur est donc

~ n+1

3=—"—Mn.
n

Remarques :

e entre @1 et §4, la moyenne bat la médiane d'un
facteur 3 asymptotiquement : pour la loi uniforme,
I'information utile est dans les extrémes, pas au
centre;

« lavitesse en 1/n? ne contredit pas la borne de
Cramér-Rao : le support [0,0] dépend de 0, le modéle
n'est pas régulier et la borne ne s’applique pas;

* M,, est une statistique exhaustive et compléte; 05
étant sans biais et fonction de M,,, le théoreme de
Lehmann-Scheffé assure qu'il est optimal parmi les
estimateurs sans biais. Si’on accepte un léger biais,

on fait encore mieux : en minimisant E[(cM,, — 0)2] en
_ n+2
con trouve ¢ = 15 et
n+2 02 02
R( ) - < .
n+1 (n+1?2 nn+2)

5°. Approche bayésienne. La loi a priori

71(0) =072 1}1,+00[ (0) est bien une densité (loi de Pareto
de parametres 1 et 1), car f1+°°6‘2d6 =1.Parla
formule de Bayes, et en notant a = max(1,M,) :

1

(0] x) o< LO)N(O) = 1{9>Mn} o2 — Llgs1y,

soit
T[(e | x) X 6_(n+2)l{e>a}.
La constante de normalisation s’obtient par
—(n+1)

+00 a
f 0~ do = :
a n+1

d’oti la loi a posteriori

n+l
n@|x)=n+1) gz L>ap

c’est-a-dire une loi de Pareto de parametre d’échelle
a=max(1,M,,) et d'indice n + 1 (la famille de Pareto
est donc conjuguée pour ce modele).

Sous cotit quadratique, I’estimateur de Bayes est la
moyenne a posteriori :

- +00
05 =EO|x]=(n+ l)a”“f o~V gp,

a
soit
~ n+1
05 = Tmax(l ,Mp).

Laloi a priori m a pour densité n(0) = eizn]l,m[(e).
C’est la loi d’'une variable aléatoire T dont les
réalisations sont les valeurs de 6. La vraisemblance de
I’échantillon est

L(x16) = — 10,07 (x) €8]

ol x = (x1,..., X;;) est une observation de I’échantillon.
La densité de la loi jointe (X, T) peut alors s’écrire

Joxm (x,0) = L(x 18)7(6) 2

9n+2 7z L0017 () 11,1001 (0) (3)

D’apres le théoréeme de Bayes, la loi marginale de X a
pour densité

+o00 1
fx(x) =j; g2 —— 10,6 (x)d0 4)

I'indicatrice sous I'intégrale vaut 1 si tous les x; sont
compris entre 0 et 0 et sinon elle vaut 0. Autrement
dit, elle vaut 1 si, et seulement si,

O=sxp=xm = 0 (5)

On va donc intégrer soit entre 1 et 'infini si 1 est plus
grand que 0, soit entre 0 et I'infini. Notons
o =max(1,0). On a alors

to 4o 1 1
Jx() = f = (6)
(o}

en+2 n+1 0-n+1

On en déduit, d’apres la formule de Bayes, la
vraisemblance a posteriori de 6 sachant ’observation
x (en notant T la variable aléatoire dont une
réalisation est 0) :

LT=0[X=x)= 0" M) oo @ T (X)  (7)

en+2

L'estimateur bayésien de la moyenne est alors
I'espérance de cette loi a posteriori et vaut



T 4 n+l
E[TIX = x] :(n+1)cr”“fG gnil = TU]I[x(DEO]
8)

On en déduit que

n+1
E[T|X] = Tmax(l,X(n)) 9)

Interprétation : des que M, = 1, ce qui se produit avec
probabilité tendant vers 1 (et toujourssif>1etn
grand), on retrouve exactement 63 =({(n+1)/n)M,,.
La priorin’intervient que pour imposer la contrainte
0 > 1 lorsque les données sont trop peu informatives.
Sous coft absolu on prendrait la médiane a
posteriori, a2'"*V et le maximum a posteriori
vaudrait simplement a.



